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Kurzfassung
Detaillierte Kenntnisse der Stro¨mungs- und Mischungsvorga¨nge in Brennkammern bilden
die Grundlage bei der Entwicklung emissions- und verbrauchsarmer Gasturbinenbrenn-
kammern. Die Methode der numerischen Stro¨mungssimulation (CFD) ist dabei ein wert-
volles Entwicklungswerkzeug, wenn die Ergebnisse ausreichend genau sind und hinreichend
schnell erzielt werden ko¨nnen. Der Einsatz nichtlinearer Wirbelviskosita¨tsmodelle zur Be-
rechnung komplexer turbulenter Stro¨mungen unter brennkammertypischen Bedingungen
steht im Mittelpunkt der Arbeit. Turbulenzmodelle dieser Klasse wurden entwickelt, um
die positiven Eigenschaften der linearen Wirbelviskosita¨tsmodelle (Robustheit, Schnel-
ligkeit) mit denen der Reynolds-Spannungsmodelle (Vorhersagegenauigkeit in komplexen
Stro¨mungen) zu verbinden.
Nach der Vorstellung der Grundgleichungen und mo¨glichen Methoden zur Beschreibung
turbulenter Stro¨mungen werden die hier benutzte statistische Beschreibung sowie die im
Rahmen dieser Methode notwendigen Ansa¨tze zur Turbulenzmodellierung ausfu¨hrlicher
erla¨utert. Es erfolgt eine Klassiﬁzierung in algebraische und diﬀerentielle Turbulenzmo-
delle. Es wird gezeigt, dass innerhalb beider Modellklassen lineare und nichtlineare Turbu-
lenzmodelle existieren. Fu¨r alle Untergruppen werden Beispiele genannt, die im Hinblick
auf den Einsatz zur Stro¨mungsberechnung in Brennkammern von Interesse sind. Es wird
vermittelt, warum das komplexe Stro¨mungsfeld in Gasturbinenbrennkammern besondere
Anforderungen an die Turbulenzmodellierung stellt.
Das verwendete numerische Verfahren wird vorgestellt und die Implementierung des nicht-
linearen algebraischen Modelles dritter Ordnung dargestellt. Anhand einer Analyse wird
gezeigt, dass die unzureichende numerische Robustheit des Modells Folge der Kalibration
der Modellkoeﬃzienten ist. Die Bedeutung der Kalibration wird am Beispiel der Stro¨mung
durch einen Kanal mit quadratischem Querschnitt demonstriert.
Die fu¨r eine Brennkammer relevanten Stro¨mungsformen, die Strahleinblasung und die
Drallstro¨mung werden identiﬁziert und vorgestellt. Anhand gut vermessener Beispielfa¨lle
fu¨r beide Stro¨mungsformen werden die mit den eingesetzten Turbulenzmodellen erzielten
Ergebnisse diskutiert. Abschließend wird die Strahlreiheneinblasung in eine verdrallte
Hauptstro¨mung berechnet und mit Messwerten verglichen. Im Ergebnis besta¨tigt sich,
dass unter den gegebenen Bedingungen ho¨herwertige Turbulenzmodelle ihre konzeptio-
nelle U¨berlegenheit aufgrund mangelnder numerischer Robustheit nicht ausspielen ko¨n-
nen. In Rahmen der Arbeit hat sich das als quasi-linear bezeichnete Turbulenzmodell als
praktikabler Kompromiss zwischen Genauigkeit und Robustheit herausgestellt.
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11 Einleitung
Der erste Abschnitt der Einleitung ordnet die vorliegende Arbeit in den technologischen
Zusammenhang ein. Darauf folgt in Abschnitt 1.2 eine U¨bersicht der gegenwa¨rtig verfu¨g-
baren Mo¨glichkeiten zur numerischen Berechnung turbulenter Stro¨mungen. In Abschnitt
1.3 ist das Ziel der Arbeit dargelegt, Abschnitt 1.4 entha¨lt die Gliederung der Arbeit.
1.1 Hintergrund
Die Entwicklung und Optimierung stro¨mungsmechanischer Bauteile stu¨tzte sich bisher vor
allem auf den Einsatz analytischer Methoden, auf experimentelle Untersuchungen und
auf perso¨nliche Erfahrungen des Ingenieurs. Bedingt durch die immensen Fortschritte
der Computertechnologien der letzten Jahrzehnte hat die Methode der numerischen Stro¨-
mungssimulation (computational ﬂuid dynamics oder kurz CFD) zunehmend an Bedeu-
tung gewonnen. Sie konnte sich bereits in vielen Bereichen der Industrie wie beispielsweise
dem Turbomaschinenbau als Entwicklungswerkzeug erfolgreich etablieren. Die Entwick-
lungszeiten und die damit verbundenen Kosten lassen sich durch den Einsatz der nume-
rischen Stro¨mungssimulation verringern. Konventionelle experimentelle Untersuchungen
sind gerade im Bereich der Bauteilauslegung und -optimierung aufgrund der notwendigen
Parametervariationen mit einem hohen zeitlichen wie ﬁnanziellen Aufwand verbunden.
Analytischen Methoden sind fu¨r diese Anwendungsfa¨lle oft sehr enge Grenzen gesetzt.
Dies triﬀt insbesondere auch auf die Stro¨mungsvorga¨nge in Gasturbinenbrennkammern
zu, die zu den Hauptkomponenten von stationa¨ren Gasturbinen und Strahltriebwerken
za¨hlen.
Bild 1.1: Aufbau eines Flugtriebwerks (PW6000)
Bild 1.1 zeigt den Schnitt durch ein Flugtriebwerk (PW6000). Dabei handelt es sich
um ein Zweistromtriebwerk, da der Luftmassenstrom hinter dem Fan in zwei Teilstro¨-
me aufgeteilt wird. Der gro¨ßere Teil des Luftmassenstroms verla¨sst das Triebwerk hinter
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dem Fan, durch den etwa 80 % des Gesamtschubs generiert wird. Der kleinere Teil des
Luftmassenstroms gelangt in das innere Strahltriebwerk. Dessen Arbeitsweise la¨sst sich
thermodynamisch gesehen durch den oﬀenen Joule Prozess beschreiben. Der Massen-
strom wird im Strahltriebwerk zuna¨chst durch einen Verdichter adiabat reibungsbehaftet
komprimiert. Danach erfolgt in der Brennkammer eine anna¨hernd isobare Wa¨rmezufuhr,
bevor es beim Durchstro¨men der Turbine zu einer adiabat reibungsbehafteten Expansion
des Gasstroms kommt. Der Luftmassenstrom verla¨sst das Triebwerk u¨ber eine Du¨se.
Die Aufgabe der Brennkammer ist die Wa¨rmezufuhr an das Arbeitsmedium durch Um-
wandlung der im Brennstoﬀ gespeicherten chemischen Energie. Bild 1.2 zeigt den sche-
matischen Aufbau einer konventionellen Gasturbinenbrennkammer [18]. Die vom Ver-
dichter kommende Luft gelangt durch einen Diﬀusor in die Brennkammer. Hier erfolgt
eine Aufteilung des Luftmassenstroms in den Prima¨r- und Sekunda¨rmassenstrom. Der
Prima¨rmassenstrom, der etwa 25 % des Gesamtmassenstoms ausmacht, durchstro¨mt den
Drallbrenner. Die Beaufschlagung der Luft mit Drall dient einer deutlich verbesserten
Brennstoﬀaufbereitung sowie einer stabilisierenden Wirkung auf die Verbrennung. Durch
die Ausbildung einer Rezirkulationszone hinter dem Drallbrenner werden heiße, teilver-
brannte Gase und kalte, unverbrannte Sekunda¨rluft zum Brenner zuru¨cktransportiert.
Sie sorgen fu¨r eine Temperatur oberhalb der Zu¨ndtemperatur. Zusammen mit den in der
Rezirkulationszone herrschenden niedrigen Stro¨mungsgeschwindigkeiten sind die Voraus-
setzungen fu¨r eine stabile Verbrennung in der Prima¨rzone der Brennkammer gegeben.
Bild 1.2: Aufbau einer Brennkammer
Die Sekunda¨rluft wird u¨ber eine Vielzahl von Bohrungen in der Flammrohrwand eingedu¨st
und schliesst den Prima¨rzonenbereich ab. In den sich anschließenden Zwischen- und Ver-
du¨nnungszonen wird durch weitere Eindu¨sung der Sekunda¨rluft das fu¨r den nachfolgenden
Turbineneintritt beno¨tigte Temperaturproﬁl und -niveau eingestellt.
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Die Auslegung von Gasturbinenbrennkammern mit Hilfe rechnergestu¨tzter Methoden be-
sitzt ein enormes Potenzial, wenn man bedenkt, dass der Brennstoﬀverbrauch der Flug-
triebwerke einer der Haupteinﬂussfaktoren der variablen Kosten fu¨r Fluggesellschaften
darstellt. Die Senkung des Kraftstoﬀverbrauchs ist demnach eines der Hauptziele bei
der Entwicklung neuer Triebwerke. Vor dem Hintergrund der Absenkung der zula¨ssigen
Emissionsgrenzwerte (wie z.B. fu¨r NOx) durch die internationale zivile Luftfahrtorga-
nisation (ICAO) [26] ergeben sich weitere Beweggru¨nde fu¨r den Einsatz von CFD zur
Brennkammerentwicklung. Da die Mischungsvorga¨nge zwischen Prima¨r- und Sekunda¨r-
massenstrom in Gasturbinenbrennkammern die Schadstoﬀemissionen maßgeblich beein-
ﬂussen, sind mo¨glichst detaillierte Kenntnisse der Stro¨mungs- und Mischungsvorga¨nge
Voraussetzung zur Absenkung der Schadstoﬀemissionen. Die Senkung der NOx Emis-
sionen steht auch im Hintergrund einer Reihe wissenschaftlicher Forschungsvorhaben am
Fachgebiet Gasturbinen und Flugantriebe der TU Darmstadt [7, 11, 28]. Der Schwerpunkt
der Untersuchungen ist die stro¨mungsmechanische Optimierung der Mischungsvorga¨nge
zwischen Prima¨r- und Sekunda¨rluft in der Brennkammer. Die in Brennkammern ab-
laufenden Verbrennungsprozesse bleiben bei diesen Untersuchungen unberu¨cksichtigt, da
messtechnische Untersuchungen nur unter hohem technischen Aufwand mo¨glich sind. Die
Beschra¨nkung auf den stro¨mungsmechanischen Mischungsvorgang ist insofern zula¨ssig,
als die Optimierung der inerten Mischung der Teilstro¨me eine notwendige Bedingung zur
Erzielung niedriger NOx Emissionsraten ist [11]. Die prinzipielle U¨bertragbarkeit der so
gewonnenen Ergebnisse auf Stro¨mungen mit Wa¨rmefreisetzung wurde beispielsweise von
Migueis in seiner Arbeit [38] gezeigt.
Der Schlu¨ssel fu¨r den erfolgreichen Einsatz der numerischen Stro¨mungssimulation zur Bau-
teilentwicklung und Optimierung liegt in der Genauigkeit der erzielten Ergebnisse sowie
der Robustheit und Schnelligkeit des eingesetzten Verfahrens. Die Bedeutung der letz-
ten beiden Faktoren wird deutlich, wenn man sich vor Augen fu¨hrt, dass beispielsweise
bei der CFD basierten Detailauslegung einer dreidimensional gestalteten Turbinenschau-
fel unterschiedliche Entwurfsvarianten in einer Gro¨ßenordnung von 102−103 untersucht
werden [10]. A¨hnliches gilt fu¨r die Brennkammerentwicklung, die ebenfalls umfangreiche
Parametervariationen erfordert.
1.2 Numerische Simulation technisch relevanter turbulenter Stro¨-
mungen
Turbulente Stro¨mungen sind durch zeitlich und ra¨umlich zufa¨llig schwankende Stro¨mungs-
gro¨ßen gekennzeichnet. Turbulente Stro¨mungen sind weiterhin immer diﬀusiv und wir-
belbehaftet. Das Spektrum der turbulenten Wirbelstrukturen verbreitert sich mit zuneh-
mender Reynolds-Zahl kontinuierlich. Wa¨hrend die gro¨ßten Skalen etwa in der Gro¨ßen-
ordnung des betrachteten Problems sind, werden die kleinsten Skalen mit zunehmender
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Reynolds-Zahl immer kleiner. Da technisch relevante turbulente Stro¨mungen generell von
hohen Reynolds-Zahlen gekennzeichnet sind, weisen sie ein breites Spektrum turbulenter
Wirbelstrukturen auf.
Zur numerischen Simulation turbulenter Stro¨mungen stehen drei unterschiedliche Ansa¨t-
ze zur Verfu¨gung. Die direkte numerische Simulation (DNS), die Grobstruktursimulati-
on (LES) sowie die Methode der statistischen Beschreibungsweise (RANS). Die Ansa¨tze
unterscheiden sich durch den verwendeten Grad der Modellierung der Turbulenz bezie-
hungsweise durch den Umfang des berechneten turbulenten Wirbelspektrums. Bei der in
Kapitel 2.3.1 ausfu¨hrlicher beschriebenen DNS Methode wird das vollsta¨ndige Spektrum
der turbulenten Wirbelstrukturen (die Zeit- und La¨ngenmaße der turbulenten Schwan-
kungen) beru¨cksichtigt. Es ﬁndet demzufolge keine Modellierung der Turbulenz statt.
Bei der LES Methode wird ein Teil der turbulenten Strukturen modelliert. Bei der RANS
Methode wird das Spektrum der turbulenten Strukturen vollsta¨ndig modelliert.
Technisch relevante turbulente Stro¨mungen ko¨nnen auf absehbare Zeit nicht mit Hilfe der
direkten numerischen Simulation (DNS) durch Lo¨sen der Bilanzgleichungen fu¨r Masse,
Impuls und gegebenenfalls Energie berechnet werden (vgl. [14, 47]), da der Bedarf an
Gitterpunkten zur vollsta¨ndigen Auﬂo¨sung der turbulenten Wirbelstrukturen mit wach-
senden Reynolds-Zahlen u¨berproportional ansteigt. Deshalb muss in numerischen Simu-
lationsverfahren die Turbulenz durch Modellierung beschrieben werden. Von den zwei
gegenwa¨rtig verfu¨gbaren Ansa¨tzen zur Modellierung turbulenter Stro¨mungen, der Grob-
struktursimulation (LES) und der statistischen Beschreibung ist der letztgenannte Ansatz
fu¨r diesen Einsatzzweck derzeit besser geeignet und wird u¨berwiegend im industriellen
Einsatz genutzt. Dies ha¨ngt prima¨r mit den begrenzten Computerressourcen zusammen.
Da die in Kapitel 2.3.2 na¨her beschriebene LES Methode einen Teil des turbulenten Spek-
trums direkt berechnet, ist sie von der Problematik des sich verbreiternden turbulenten
Wirbelspektrums ebenfalls direkt betroﬀen. Der Anteil des modellierten Wirbelspektrums
nimmt mit wachsender Reynolds-Zahl (bei gegebener Knotenzahl) automatisch zu. Aus
Genauigkeitsgru¨nden sollte ein gewisser Grenzwert nicht u¨berschritten werden. Mit den
stetig steigenden Computerleistungen gewinnt die Grobstruktursimulation weiter an Be-
deutung. Sie wird aber a¨hnlich wie die direkte numerische Simulation (DNS) im Rahmen
des Entwurfsprozesses stro¨mungstechnischer Bauteile auch mittelfristig nur eine begrenzte
Rolle spielen.
In der statistischen Beschreibungsweise turbulenter Stro¨mungen, die in Kapitel 2.3.3 na¨her
erla¨utert ist, werden nicht die zeitlich und ra¨umlich zufa¨llig schwankenden Stro¨mungsgro¨-
ßen betrachtet, sondern lediglich deren Mittelwerte. Durch die punktweise statistische
Mittelung der Transportgleichungen entstehen in den gemittelten Impulserhaltungsglei-
chungen, den so genannten Reynolds Averaged Navier-Stokes Equations (RANS), zusa¨tz-
liche unbekannte Terme. Sie beschreiben die Wirkung der Turbulenz auf die mittlere
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Stro¨mung. Bei den unbekannten Termen handelt es sich um Korrelationen lokaler Ge-
schwindigkeitsﬂuktuationen. Diese statistischen Momente zweiter Ordnung werden oft
als Reynolds-Spannungen bezeichnet. Zur Bestimmung der Reynolds-Spannungen ko¨nnen
Transportgleichungen dieser statistischen Momente zweiter Ordnung entwickelt werden.
Die Transportgleichungen enthalten aber ihrerseits neue und unbekannte Terme (unter an-
derem in Gestalt statistischer Momente dritter Ordnung). Die Strategie der Entwicklung
neuer Transportgleichungen fu¨r die unbekannten Terme fu¨hrt prinzipiell nicht zum Ziel ei-
nes geschlossen lo¨sbaren Gleichungssystems, da jede neue Transportgleichung immer neue
unbekannte Terme entha¨lt (Schließungsproblem). Zur Lo¨sung des Gleichungssystems ist
man daher auf den Einsatz von Turbulenzmodellen angewiesen. Turbulenzmodelle haben
die Aufgabe, die in den gemittelten Impulserhaltungsgleichungen auftretenden unbekann-
ten Reynolds-Spannungen bestimmbar zu machen. Der Entwicklung von Turbulenzmodel-
len liegen zwei unterschiedliche Ansa¨tze zugrunde, die auf zwei unterschiedliche Klassen
von Turbulenzmodellen fu¨hren: Algebraische und diﬀerenzielle Turbulenzmodelle. Al-
gebraische Ansa¨tze modellieren die Reynolds-Spannungen direkt, wa¨hrend diﬀerenzielle
Ansa¨tze die Transportgleichung der Reynolds-Spannungen modellieren.
Innerhalb der Klasse der algebraischen Turbulenzmodelle existiert eine Vielzahl unter-
schiedlichster Modelle. Allen ist die Grundannahme gemeinsam, dass die Turbulenz
parametrisierbar ist. Die Reynolds-Spannungen werden in Abha¨ngigkeit des Gradien-
ten der mittleren Stro¨mungsgeschwindigkeiten sowie eines charakteristischen turbulenten
Zeit- und La¨ngenmaßes ausgedru¨ckt. Algebraische Turbulenzmodelle unterscheiden sich
zuna¨chst in der Art der angenommenen Abha¨ngigkeit vom Gradienten der mittleren Stro¨-
mungsgeschwindigkeit. Tritt in der postulierten Funktion der Geschwindigkeitsgradient in
einfacher Form auf, handelt es sich um lineare Turbulenzmodelle. Bestehen Abha¨ngigkei-
ten vom Geschwindigkeitsgradienten in Potenzen ho¨herer Ordnung, entstehen nichtlineare
Turbulenzmodelle. Weiterhin unterscheiden sie sich darin, welche turbulenten Gro¨ßen als
Maß fu¨r das charakteristische turbulente Zeit- und La¨ngenmaß herangezogen und vor
allem, wie diese unbekannten Parameter bestimmt werden. Bei praktisch allen algebrai-
schen Turbulenzmodellen werden die beiden Parameter noch zu einem neuen Parame-
ter zusammengefasst, der so genannten Wirbelviskosita¨t. Wirbelviskosita¨tsmodell (EVM
von eddy viscosity model) ist der allgemein gebra¨uchliche Ausdruck fu¨r ein algebraisches
Turbulenzmodell. Werden zur Bestimmung der beiden turbulenten Parameter Bilanz-
gleichungen gelo¨st, spricht man von einem 2-Gleichungsmodell. Schließlich unterscheiden
sich Wirbelviskosita¨tsmodelle noch darin, welche turbulenten Gro¨ßen als charakteristische
Parameter genutzt werden.
Bei den bis heute im industriellen Umfeld am weitesten verbreiteten Turbulenzmodel-
len handelt es sich um lineare 2-Gleichungs Wirbelviskosita¨tsmodelle. Der prominenteste
Vertreter dieser Gattung ist das so genannte k- Turbulenzmodell. Der Grund fu¨r die
Popularita¨t dieser Modelle ist die beinahe optimale Kombination der Parameter Genau-
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igkeit, Robustheit und Schnelligkeit. Die Modelle sind numerisch sehr robust und schnell,
stoßen aber bei komplexen Stro¨mungen bezu¨glich ihrer Vorhersagegenauigkeit auf Gren-
zen. Dort machen sich die vereinfachenden Annahmen bei der Herleitung der linearen
EVM bemerkbar. Als Beispiele dienen turbulente Stro¨mungen mit Systemrotation, starker
Stromlinienkru¨mmung oder Spannungsanisotropie. Zur Verbesserung der Vorhersagegu¨te
ist man auf den Einsatz nichtlinearer Wirbelviskosita¨tsmodelle oder aber auf diﬀerenzielle
Turbulenzmodelle angewiesen.
Diﬀerenzielle Turbulenzmodelle, oft auch als Reynolds-Spannungs Modelle (RSM) oder
Schließungsmodelle zweiter Ordnung (SMC) bezeichnet, sind vom physikalischen Ansatz
her fundierter und ko¨nnen einige konzeptionelle Schwa¨chen der linearen Wirbelviskosi-
ta¨tsmodelle beseitigen. Trotz ihres Potenzials konnten sich die SMC im industriellen
Einsatz (noch) nicht etablieren. Dies ist insofern bemerkenswert, als das erste diﬀeren-
zielle Modell praktisch zur gleichen Zeit vorgestellt wurde wie das k- Turbulenzmodell.
Die Gru¨nde hierfu¨r liegen zum einen im ho¨heren Rechenzeitbedarf, aber vor allem in der
reduzierten Robustheit der Modelle. Die numerische Stabilita¨t des Verfahrens verringert
sich, da ein Satz quelltermdominierter, stark nichtlinearer, eng gekoppelter und damit
numerisch steifer Diﬀerentialgleichungen gelo¨st werden muss [31, 45]. Zudem hat sich in
der Praxis gezeigt, dass selbst (lineare) SMC nicht alle Deﬁzite der EVM beseitigen ko¨n-
nen. Eine kontinuierliche Weiterentwicklung der Modelle und besonders durchgreifende
Verbesserungen auf dem Gebiet der numerischen Behandlung sind notwendig, um den
SMC Modellen zum Durchbruch hinsichtlich des industriellen Einsatzes zu verhelfen.
Auf diesen Erkenntnissen aufbauend wurden zunehmend nichtlineare Wirbelviskosita¨ts-
modelle entwickelt und vorgestellt (Beispielhaft seien genannt die Modelle der Autoren
Apsley und Leschziner [5], Craft, Launder, Suga [9], Shih, Zhu, Lumley [48], Gatski und
Speziale [17], Wallin und Johansson [56]). Ziel dieser Modellklasse ist die Kombination
der numerischen Eﬃzienz (Robustheit bei gleichzeitig niedrigem Rechenzeitbedarf) der
linearen Wirbelviskosita¨tsmodelle mit einer verbesserten Vorhersagegu¨te der diﬀerenziel-
len Modelle. Eine andere Vorgehensweise mit demselben Ziel basiert auf Vereinfachungen
der Transportgleichungen der Reynolds-Spannungen. Damit gelingt die Entwicklung al-
gebraischer Beziehungen fu¨r die Reynolds-Spannungen. Diese als explizite algebraische
Reynolds-Spannungs Modelle (EASM) bezeichneten Beziehungen lassen sich formal mit
Hilfe der Invariantenmodellierung [48] in nichtlineare Wirbelviskosita¨tsmodelle u¨berfu¨h-
ren. Die unterschiedlichen Bezeichnungen deuten auf den urspru¨nglichen Ansatz hin.
Da das turbulente Stro¨mungsfeld in Gasturbinenbrennkammern nicht zuletzt durch die
starke Verdrallung des Prima¨rmassenstroms sowie der Sekunda¨rlufteinblasung als a¨ußerst
komplex zu bezeichnen ist, spricht vieles fu¨r die Verwendung von Turbulenzmodellen aus
dem Bereich der nichtlinearen Wirbelviskosita¨tsmodelle (oder respektive EASM).
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1.3 Zielsetzung
Ziel der Arbeit ist es, die im vorigen Abschnitt getroﬀene Schlussfolgerung bezu¨glich des
Einsatzes nichtlinearer Wirbelviskosita¨tsmdodelle zur Berechnung der Stro¨mungs- und
Mischungsvorga¨nge in Gasturbinenbrennkammern unter Beru¨cksichtigung der besonde-
ren Anforderungen fu¨r die Anwendung im routinema¨ßigen Betrieb zu u¨berpru¨fen. Denn
zum einen haben wissenschaftliche Arbeiten zu diesem Thema wie die von Bauer [6]
gezeigt, dass die Verwendung nichtlinearer EVM und EASM mit Einschra¨nkungen der
numerischen Stabilita¨t einhergehen ko¨nnen. Zum anderen ist zwar die theoretische U¨ber-
legenheit ho¨herwertiger Turbulenzmodelle anhand sorgfa¨ltig konzipierter und idealisierter
Stro¨mungssituationen zweifelsfrei belegbar. Bei komplexen technischen Realisierungen er-
geben sich zwangsla¨uﬁg U¨berlagerungen verschiedener idealisierter Stro¨mungssituationen,
die das Ausscho¨pfen des konzeptionellen Potenzials der ho¨herwertigen Turbulenzmodelle
behindern ko¨nnten.
1.4 Gliederung
Nach der Einleitung befasst sich Kapitel 2 mit den theoretischen Grundlagen der Behand-
lung turbulenter Stro¨mungen. Nach der Vorstellung der mathematischen Grundgleichun-
gen werden die grundsa¨tzlichen Methoden ihrer Berechnung vorgestellt. Insbesondere
wird die fu¨r diese Arbeit verwendete Methode der statistischen Beschreibungsweise sowie
die verwendeten Turbulenzmodelle erla¨utert. In Kapitel 3 wird gesondert auf die Be-
sonderheiten turbulenter Stro¨mungen mit Drall eingegangen. Zum einen, weil Drall ein
pra¨gender Bestandteil der Brennkammerstro¨mung ist, und zum anderen, weil turbulente
Drallstro¨mungen aufgrund ihrer Besonderheiten die Entwicklung und den Einsatz aus-
gereifter Turbulenzmodelle rechtfertigen, da nicht alle Turbulenzmodelle drallbehaftete
turbulente Stro¨mungen beschreiben ko¨nnen. Das verwendete numerische Verfahren wird
in Kapitel 4 vorgestellt. Mit diesem Verfahren werden unter Verwendung einer Auswahl
der in Kapitel 2.4 und A vorgestellten algebraischen und diﬀerenziellen Turbulenzmodelle
verschiedene turbulente Stro¨mungen berechnet und mit gut vermessenen Laborstro¨mun-
gen verglichen. Die Auswahl der Laborstro¨mungen erfolgte unter dem Gesichtspunkt der
Validierung der neu implementierten Turbulenzmodelle, aber insbesondere im Hinblick
auf die Berechnung der brennkammertypischen turbulenten Stro¨mung. Alle Stro¨mungen
sowie die mit den Turbulenzmodellen erzielten Ergebnisse sind in Kapitel 5 zusammen-
gefasst. Abschließend erfolgt eine Zusammenfassung der Arbeit und ein Ausblick auf
mo¨gliche zuku¨nftige weiterfu¨hrende Ansatzpunkte.
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Die theoretische Grundlage zur Beschreibung von Stro¨mungen sind die Bilanz- oder Trans-
portgleichungen der Kontinuumsmechanik fu¨r Masse, Impuls und Energie. Zur Beschrei-
bung von Mischungsvorga¨ngen sind weitere Stoﬀtransportgleichungen notwendig. In rea-
gierenden Brennkammerstro¨mungen sind alle Transportgleichungen zu beru¨cksichtigen.
Im Rahmen dieser Arbeit werden lediglich inerte Stro¨mungen betrachtet. Auf eine Her-
leitung und ausfu¨hrliche Erla¨uterung der Gleichungen wird verzichtet, da es zu diesem
Zweck bereits bewa¨hrte Literaturstellen wie etwa Spurk [53] gibt. Die mathematischen
Grundgleichungen werden nachfolgend in der fu¨r numerische Stro¨mungssimulationen ge-
bra¨uchlichen Form zusammengefasst. Anschließend werden in Abschnitt 2.2 die verwende-
ten Materialgesetze und Vereinfachungen wiedergegeben. Die Mo¨glichkeiten zur Behand-
lung turbulenter Stro¨mungen im Rahmen der numerischen Stro¨mungsmechanik werden in
Kapitel 2.3 gezeigt. Abschnitt 2.4 gibt eine U¨bersicht verschiedener algebraischer Turbu-
lenzmodelle. Abschnitt A fasst diﬀerentielle Modelle zusammen.
2.1 Transportgleichungen
Die physikalischen Prinzipien der Massen-, Impuls- und Energieerhaltung beschreiben die
Bewegung von Fluiden ohne Stoﬀu¨bergang vollsta¨ndig. In Stro¨mungen mit Stoﬀaustausch
gilt zusa¨tzlich das Prinzip der Stoﬀ- oder Teilmassenerhaltung, das in Abschnitt 2.2.4 ge-
sondert behandelt wird. Die Energiegleichung spielt bei den hier betrachteten Stro¨mungen
ohne Wa¨rmefreisetzung keine Rolle. Eine Behandlung der Energiegleichung erfolgt den-
noch, weil sie sich unter den Bedingungen, die in Abschnitt 2.2.4 na¨her beschrieben sind,
zur Berechnung von Mischungsvorga¨ngen eignet. Die Anwendung der Bilanzsa¨tze auf
ein inﬁnitesimales raumfestes Kontrollvolumen in einem kartesischen Koordinatensystem
fu¨hrt unter Verwendung der Einstein’schen Summenkonvention auf die Bilanzgleichungen
in der Euler’schen Form fu¨r Masse (2.1), Impuls (2.2) und Energie (2.3)
∂ρ
∂t
+
∂(ρui)
∂xi
= 0 (2.1)
∂(ρui)
∂t
+
∂(ρujui)
∂xj
=
∂τij
∂xj
+ ρfi (2.2)
∂(ρe)
∂t
+
∂(ρuje)
∂xj
= τji
∂ui
∂xj
− ∂qj
∂xj
+ ρσq (2.3)
Das durch (2.1)-(2.3) gegebene Gleichungssystem ist von wenigen Ausnahmen abgesehen,
bei denen vereinfachende Annahmen zula¨ssig sind, in technisch relevanten Fa¨llen nicht
lo¨sbar. Das liegt an nicht bekannten Termen in den Bilanzgleichungen fu¨r Impuls (2.2)
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(τij) und Energie (2.3) (qi). Die zur Lo¨sung notwendigen zusa¨tzlichen Gleichungen werden
zusammen mit einigen weiteren Vereinfachungen im folgenden Abschnitt beschrieben.
2.2 Konstitutive Gleichungen und Vereinfachungen
Die in den Bilanzgleichungen (2.1)-(2.3) auftretenden unbekannten physikalischen Gro¨ßen
sind vom betrachteten Fluid abha¨ngig. Die dafu¨r aufgestellten konstitutiven Gleichungen
werden deshalb auch Materialgleichungen genannt. Sie werden nachfolgend fu¨r jeden der
betrachteten Bilanzsa¨tze vorgestellt. Zudem lassen die im Rahmen dieser Arbeit durch-
gefu¨hrten Untersuchungen einige vereinfachende Annahmen zu, die fu¨r alle Bilanzsa¨tze
Anwendung ﬁnden. Die Erhaltungssa¨tze sollen fu¨r inkompressible Gase gelten. Die An-
nahme der Inkompressibilita¨t ist zula¨ssig, wenn das Quadrat der Mach-Zahl Ma, die als
das Verha¨ltnis der Stro¨mungsgeschwindigkeit zur Schallgeschwindigkeit deﬁniert ist, deut-
lich kleiner als 1 ist [53]: Ma2  1. Als konkrete Grenze la¨sst sich auch die Bedingung
Ma < 0,3 ﬁnden [14].
In Brennkammern treten am Ort der Sekunda¨rlufteinblasung gewo¨hnlich die gro¨ßten lo-
kalen Geschwindigkeiten auf. In dem hier untersuchten Fall war die maximale Strahlein-
trittsgeschwindigkeit nie gro¨ßer als Umax ≤ 50m/s. Da die lokale Schallgeschwindigkeit
unter den gegebenen Randbedingungen bei a ≈ 340m/s liegt, ergibt sich eine maxima-
le lokale Machzahl von Ma ≈ 0,147. Weiterhin wird das hier vorliegende Fluid Luft
als ideales Gas betrachtet. Die entsprechenden Materialgleichungen sind die thermische
(2.4) und kalorische Zustandsgleichung fu¨r die innere Energie (2.5) beziehungsweise fu¨r
die Enthalpie (2.6).
p = ρRT (2.4)
e = cvT (2.5)
h = cpT (2.6)
Die Annahme eines idealen Gases ist fu¨r hinreichend niedrige Dru¨cke und Temperaturen
(T ≤ 500K) gerechtfertigt. Diese Randbedingungen sind fu¨r alle nachfolgend betrachteten
Fa¨lle erfu¨llt.
2.2.1 Massenerhaltung
Durch die Beschra¨nkung auf inkompressible Stro¨mungen kann die Massenbilanz (2.1) auf
die Form (2.7) reduziert werden.
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∂ui
∂xi
= 0 (2.7)
2.2.2 Impulserhaltung
Der in der Impulserhaltungsgleichung (2.2) auftretende Reibspannungstensor τij ist mate-
rialabha¨ngig. Fu¨r so genannte einfache Flu¨ssigkeiten, zu denen auch das hier betrachtete
Fluid Luft za¨hlt, wird ein linearer Zusammenhang zwischen Spannungs- und Dehnungs-
geschwindigkeitstensor formuliert. Wird noch die Gu¨ltigkeit der Stokes’schen Hypothese1
angenommen, ergibt sich das Materialgesetz fu¨r Newton’sche Fluide (2.8). Die Impulser-
haltungsgleichungen fu¨r Newton’sche Fluide werden auch als Navier-Stokes Gleichungen
bezeichnet. Werden nur inkompressible Flu¨ssigkeiten betrachtet, ergibt sich aus der all-
gemeinen Impulsbilanz (2.2) mit Hilfe der Materialgleichung fu¨r Newton’sche Fluide (2.8)
Gleichung (2.9)
τij = µ
[
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
− 2
3
∂uk
∂xk
δij
]
− pδij (2.8)
∂(ρui)
∂t
+
∂(ρujui)
∂xj
= − ∂p
∂xi
+
∂
∂xj
(
µ
∂ui
∂xj
)
+ ρfi (2.9)
2.2.3 Energieerhaltung
In reagierenden Brennkammerstro¨mungen mit Wa¨rmefreisetzung ist die Energieerhal-
tungsgleichung (2.3) zu beru¨cksichtigen. Fu¨r inerte Stro¨mungen, die im Rahmen dieser
Arbeit betrachtet werden, ist sie vernachla¨ssigbar. Die Beschra¨nkung auf inerte Stro¨-
mungen fu¨r Mischungsuntersuchungen in Brennkammern ist weit verbreitet (vgl. Ka-
pitel 1.1), da stro¨mungsmechanische Mischungseﬀekte isoliert von thermodynamischen
und reaktionskinetischen Eﬀekten untersucht werden ko¨nnen. Die Konzentration auf die
stro¨mungsmechanische Mischung vereinfacht sowohl experimentelle als auch numerische
Untersuchungen. In nicht reagierenden Stro¨mungen wird die Energieerhaltungsgleichung
statt zur Berechnung von Temperaturverteilungen zur Berechnung (bzw. Messung) von
Mischungsverteilungen herangezogen. Das Prinzip der Ersetzung der Stoﬀerhaltungsglei-
chung durch die Energieerhaltungsgleichung ist nachfolgend in Abschnitt 2.2.4 beschrie-
ben. Zuvor werden noch einige Annahmen zur Vereinfachung der Energieerhaltungsglei-
chung (2.3) erla¨utert.
Der Wa¨rmestromvektor qi in (2.3) beschreibt die Wa¨rmezufuhr an das Fluid und ist
ebenfalls materialabha¨ngig. Von den mo¨glichen Wa¨rmetransportmechanismen wird die
1Danach wird auch bei mehratomigen Gasen die Druckza¨higkeit vernachla¨ssigt: µD = λ∗ + 2/3µ = 0
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Wa¨rmeleitung beru¨cksichtigt. Wa¨rmeaustausch durch Strahlung wird ebenso vernachla¨s-
sigt wie Wa¨rmetransport durch Diﬀusionseﬀekte. Mit dem Fourier’schen Wa¨rmeleitungs-
gesetz (2.10), der Materialgleichung fu¨r Newton’sche Flu¨ssigkeiten (2.8), der kalorischen
Zustandsgleichung fu¨r ideale Gase (2.5) sowie der Beschra¨nkung auf inkompressible Fluide
ergibt sich die Energieerhaltungsgleichung (2.11)
qi = −λ ∂T
∂xi
(2.10)
∂(ρe)
∂t
+
∂(ρuje)
∂xj
=
∂ui
∂xj
[
µ
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)]
+
∂
∂xj
(
λ
∂T
∂xj
)
+ ρσq (2.11)
2.2.4 Wa¨rme-Stoﬀ Analogie
Da im Rahmen dieser Arbeit Berechnungsergebnisse mit Ergebnissen experimenteller Un-
tersuchungen verglichen werden, die unter der Annahme der Gu¨ltigkeit der Wa¨rme- Stoﬀ
Analogie erzielt wurden und dementsprechend die numerischen Untersuchungen gleich-
falls auf dieser Annahme beruhen, wird die Wa¨rme-Stoﬀ Analogie na¨her erla¨utert. Fu¨r
experimentelle Mischungsuntersuchungen hat sich die Anwendung der Wa¨rme-Stoﬀ Ana-
logie als sehr nu¨tzlich erwiesen, da die experimentelle Bestimmung von Temperaturfeldern
wesentlich einfacher gelingt als die Messung von Konzentrationsfeldern.
Unter der Voraussetzung konstanter Stoﬀwerte ist die Energieerhaltungsgleichung genau-
so wie die Stoﬀerhaltungsgleichung von der Massen- und Impulserhaltungsgleichung ent-
koppelt. Die Stro¨mungsfelder isothermer Stoﬀu¨bergangs- und einphasiger Wa¨rmeu¨ber-
gangssysteme sind identisch, wenn geometrische A¨hnlichkeit sowie gleiche Anfangs- und
Randbedingungen gegeben sind. Die Wa¨rme-Stoﬀ Analogie besagt, dass nicht nur die
Stro¨mungsfelder, sondern auch die Temperatur- und Konzentrationsfelder selbst identisch
sind, wenn weitere vereinfachende Annahmen erfu¨llt sind. Unter Vernachla¨ssigung der
Druck2- und Reibungskra¨fte sowie der Verwendung der kalorischen Zustandsgleichung
(2.5) kann die Energieerhaltungsgleichung zu einer Temperaturerhaltungsgleichung um-
geformt werden.
∂(ρcpT )
∂t
+
∂(ρujcpT )
∂xj
=
∂
∂xj
(
λ
∂T
∂xj
)
+ ρσq (2.12)
Die Bilanzgleichung der Teilmasse lautet allgemein
2wird die Energieerhaltung mit der Deﬁnition der Enthalpie h = e + pρ ausgedru¨ckt, tritt in der
Bilanzgleichung wegen der Beziehung ρDhDt = ρ
De
Dt − pρ DρDt + DpDt der erwa¨hnte Term in der Gleichung auf
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∂(ρcα)
∂t
+
∂(ρujcα)
∂xj
= −∂jj,α
∂xj
+ σα (2.13)
Wird ein Zweistoﬀsystem (α=2, c= c1 =(1−c2)) betrachtet und der in Gleichung (2.13)
auftretende unbekannte Diﬀusionsmassenstrom jj unter Vernachla¨ssigung weiterer Eﬀek-
te wie Diﬀusion durch Druckunterschiede (Dufour-Eﬀekt) oder Temperaturvariationen
(Soret-Eﬀekt) mit Hilfe des Fick’schen Diﬀusionsgesetzes (2.14) approximiert, ergibt sich
die vereinfachte Stoﬀerhaltungsgleichung (2.15)
jj = jj,1 = −jj,2 = −ρD ∂c
∂xj
(2.14)
∂(ρc)
∂t
+
∂(ρujc)
∂xj
=
∂
∂xj
(
ρD
∂c
∂xj
)
+ σα (2.15)
Ein Vergleich der Temperatur- (2.12) mit der Stoﬀerhaltungsgleichung (2.15) verdeut-
licht deren strukturelle A¨hnlichkeit. Werden schließlich noch die Quellterme in beiden
Gleichungen vernachla¨ssigt, also lediglich nicht reagierende Stro¨mungen (σα = 0) und
Stro¨mungen ohne Wa¨rmequellen (σq = 0) betrachtet, beschreibt die allgemeine skalare
Transportgleichung (2.16) beide Prozesse gleichermaßen, wenn die sich aus dem Termver-
gleich ergebende Analogiebedingung (2.17) erfu¨llt ist.
∂(ρφ)
∂t
+
∂(ρujφ)
∂xj
=
∂
∂xj
(
α
∂φ
∂xj
)
(2.16)
α =
λ
cp
= ρD (2.17)
Mit den charakteristischen Kennzahlen Pr = µcp
λ
fu¨r den Wa¨rmetransport, Sc = µ
ρD
fu¨r
den Stoﬀtransport und Le = Sc
Pr
la¨sst sich die Analogiebedingung (2.17) dimensionslos
darstellen.
Le =
Sc
Pr
= 1 (2.18)
Bedingung (2.18) fordert eine U¨bereinstimmung der molekularen Austauschvorga¨nge, die
im allgemeinen zwar nicht erfu¨llt ist, aber fu¨r Gase oft recht gut zutriﬀt3. In turbulen-
ten Stro¨mungen dominieren aber turbulente gegenu¨ber molekularen Austauschvorga¨ngen,
3Bsp: Pr=0, 71 fu¨r Luft, Sc=0, 61 fu¨r das Gemisch Ammoniak-Luft unter Normalbedingungen
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die nur in der Na¨he fester Wa¨nde von Bedeutung sind. Da sich die hier betrachteten
Mischungsvorga¨nge von Sekunda¨rluft mit dem Prima¨rmassenstrom in Gasturbinenbrenn-
kammern fernab wandnaher Bereiche vollzieht, ist die damit verbundene Analogiebedin-
gung (2.18) fu¨r diesen Anwendungsfall nur von untergeordneter Bedeutung. Wichtiger fu¨r
die Gu¨ltigkeit der Wa¨rme-Stoﬀ Analogie in turbulenten Stro¨mungen ist die U¨bereinstimm-
mung der turbulenten Austauschvorga¨nge von Stoﬀ und Wa¨rme. Die Analogiebedingung
fu¨r die A¨hnlichkeit der turbulenten Austauschvorga¨nge wird nachfolgend angegeben.
Weder die Energie- (2.12) noch die Stoﬀerhaltungsgleichung (2.15) enthalten einen Term,
der die Wirkung der turbulenten Austauschvorga¨nge explizit beschreibt. Greift man auf
Beziehungen zuru¨ck, die lediglich die Wirkung der Turbulenz auf gemittelte Gro¨ßen be-
schreiben, sind dort den turbulenzbedingten Transport beschreibenden Terme enthalten.
Sie werden an dieser Stelle vorgestellt und in Abschnitt 2.3.3 zusammen mit dem zugrunde
liegenden Ansatz ausfu¨hrlicher beschrieben. Der turbulente Wa¨rmestromvektor (qi)t wie
der turbulente Stoﬀstromvektor (jj)t werden in Anlehnung an das Fourier’sche Wa¨rmelei-
tungsgesetz (2.10) bzw. das Fick’sche Diﬀusionsgesetz (2.14) modelliert, wie Gleichungen
(2.19) und (2.20) verdeutlichen.
(qi)t = −ρcpνqt
∂T
∂xj
(2.19)
(ji)t = −ρνDt
∂c
∂xj
(2.20)
Die beiden Gesetze (2.19) und (2.20) bilden die Grundlage der Analogiebetrachtungen in
turbulenten Stro¨mungen. Mit der Einfu¨hrung von dimensionslosen Kenngro¨ßen fu¨r den
turbulenten Wa¨rme- und Stoﬀstrom, der turbulenten Prandtl-Zahl Prt=
νt
νqt
und der tur-
bulenten Schmidt-Zahl Sct =
νt
νDt
sowie der turbulenten Lewis-Zahl Let =
Sct
Prt
kann eine
dimensionslose Analogiebedingung, die fu¨r turbulente Stro¨mungen zusa¨tzlich zur Analo-
giebedingung (2.17) erfu¨llt sein muss, angegeben werden.
Let =
Sct
Prt
= 1 (2.21)
Von der Gu¨ltigkeit der Gleichung (2.21) und damit der Gu¨ltigkeit der Wa¨rme-Stoﬀ Analo-
gie wird basierend auf experimentellen Ergebnissen und wegen der A¨hnlichkeit der Trans-
portgleichungen fu¨r (qi)t und (ji)t in allen technisch relevanten Anwendungsfa¨llen ausge-
gangen [27].
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2.3 Behandlung turbulenter Stro¨mungen
Die in Abschnitt 2.1 vorgestellten Bilanzsa¨tze beschreiben die Dynamik laminarer und
auch turbulenter Stro¨mungen. Abgesehen von einigen Spezialfa¨llen wie der turbulenten
Grenzschicht oder der Rohrstro¨mung kann auch mit den in Abschnitt 2.2 eingefu¨hrten
Navier-Stokes Gleichungen inkompressibler Fluide das turbulente Stro¨mungs- und Mi-
schungsfeld nicht direkt berechnet werden. Die wichtigste Kenngro¨ße im Zusammenhang
mit der Berechnung der Navier-Stokes Gleichungen ist die Reynolds-Zahl (2.22). Sowohl
die dimensionslosen Navier-Stokes Gleichungen als auch die dimensionslose Kontinuita¨ts-
gleichung ha¨ngen von ihr ab [53]. Laminare Stro¨mungen treten nur unterhalb einer be-
stimmten problemabha¨ngigen kritischen Reynolds-Zahl auf. Oberhalb dieser Zahl wird die
Stro¨mung turbulent. Die Reynolds-Zahl Re ist als das Verha¨ltnis des Produkts einer typi-
schen Geschwindigkeit mit einer typischen geometrischen Abmessung des Problemgebiets
zur Viskosita¨t deﬁniert (2.22). Sie ist auch als Verha¨ltnis der typischen Tra¨gheitskraft zur
Za¨higkeitskraft interpretierbar.
Re =
UL
ν
(2.22)
Zur Erzielung von Berechnungsergebnissen fu¨r turbulente Stro¨mungen sind Modellierun-
gen notwendig. Die gebra¨uchlichsten Ansa¨tze werden nachfolgend vorgestellt. Besondere
Aufmerksamkeit gilt der in Abschnitt 2.3.3 vorgestellten statistischen Beschreibung, da
sie Grundlage dieser Arbeit ist.
2.3.1 Direkte numerische Simulation
Die Verwendung der Navier-Stokes Gleichungen scheint die naheliegendste und auch die
einfachste Methode der Berechnung turbulenter Stro¨mungen zu sein. Diese Methode wird
allgemein als direkte numerische Simulation (kurz: DNS) bezeichnet. Die charakteristi-
schen Eigenschaften turbulenter Stro¨mungen fu¨hren jedoch sehr rasch an die Grenzen
dieses Ansatzes. Turbulente Stro¨mungen sind immer dreidimensional, instationa¨r, wir-
belbehaftet und gekennzeichnet von zufa¨llig schwankenden Stro¨mungsgro¨ßen. Zur voll-
sta¨ndigen numerischen Auﬂo¨sung muss die zeitliche Auﬂo¨sung kleiner als die ku¨rzesten
turbulenten Schwankungsbewegungen und die ra¨umliche Auﬂo¨sung kleiner als die klein-
sten in der Stro¨mung anzutreﬀenden Wirbel sein. Die Gro¨ße der kleinsten turbulenten
Wirbel kann mit dem Kolmogoroﬀ La¨ngenmaß ηk abgescha¨tzt werden. Die gro¨ßten tur-
bulenten La¨ngenskalen L sind etwa in der Gro¨ßenordnung einer typischen geometrischen
La¨nge des Problemgebiets, also beispielsweise der Durchmesser eines Drallbrenners. Fu¨r
das Verha¨ltnis der La¨ngenskalen gilt [55]
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L
ηk
= Re
3
4
t ⇒ N ∼
(
L
ηk
)3
= Re
9
4
t (2.23)
Nach Gleichung (2.23) wird mit steigender (turbulenter) Reynolds-Zahl das aufzulo¨sen-
de La¨ngenspektrum immer gro¨ßer, da die kleinsten Wirbel immer kleiner werden. Die
erforderliche Knotenzahl N des Rechengitters steigt wegen des dreidimensionalen Cha-
rakters turbulenter Stro¨mungen u¨berproportional an. Die maximale Anzahl der Knoten
wird durch die Leistungsfa¨higkeit des Rechners begrenzt, der damit die Grenze der An-
wendbarkeit fu¨r DNS Rechnungen vorgibt. Trotz des enormen Fortschritts der Computer-
kapazita¨ten liegt die derzeitige Grenze der direkt berechenbaren turbulenten Stro¨mungen
etwa bei Ret ≈ 100 [47]. Mit den zum gegenwa¨rtigen Zeitpunkt leistungsfa¨higsten Su-
percomputern wu¨rde die direkte Berechnung einer turbulenten Kanalstro¨mung mit einer
Reynolds-Zahl4 Re=106 beispielsweise etwa 1600 Jahre beno¨tigen [47].
Die direkte numerische Simulation turbulenter Stro¨mungen ist sehr nu¨tzlich fu¨r ein bes-
seres Versta¨ndnis der Physik turbulenter Stro¨mungen. Ergebnisse von DNS Rechnungen
dienen oft als Grundlage zur Entwicklung, Kalibrierung und Validierung von Turbulenz-
modellen der Grobstruktursimulation und der statistischen Beschreibungsweise. Der Ein-
satz dieser Methode fu¨r die Berechnung technisch interessierender Stro¨mungen ist jedoch
auf la¨ngere Sicht nicht mo¨glich und wohl auch nicht no¨tig, da zur Bauteilauslegung und
Optimierung Informationen u¨ber globale und mittlere Parameter vielfach ausreichen.
2.3.2 Grobstruktursimulation
Bei der Grobstruktursimulation wird im Gegensatz zur direkten numerischen Simulation
nicht das komplette Spektrum der turbulenten La¨ngen- und Zeitmaße beru¨cksichtigt, um
den enormen Aufwand von DNS Rechnungen zu umgehen. Die Grobstruktursimulation
la¨sst sich mit der Vorstellung der Energiekaskade veranschaulichen [55]. Danach erfolgt in
turbulenten Stro¨mungen die Einspeisung von Turbulenzenergie durch große Turbulenzele-
mente mit der charakteristischen La¨nge L. Die gro¨ßten Skalen geben ihre Energie durch
U¨bertragung an turbulente Wirbel mit kleinerer charakteristischer La¨nge weiter. Dieser
kaskadenartige Prozess vollzieht sich bis hin zu den kleinsten Wirbeln der Kolmogoroﬀ-
La¨nge ηk. Hier wird die zugefu¨hrte kinetische Energie schließlich dissipiert. Die großen,
energiereichen turbulenten Skalen sind von der Gro¨ßenordnung der betrachteten Geome-
trie und daher im allgemeinen problemabha¨ngig, inhomogen und anisotrop. Die energie-
armen kleinsten Skalen sind im allgemeinen geometrieunabha¨ngig, homogen und isotrop.
Das Konzept der Grobstruktursimulation ist, die großen Wirbel direkt zu berechnen und
die kleinen Wirbelstrukturen zu modellieren. Die Zerlegung der turbulenten Stro¨mung
4Die Reynolds-Zahl Re ist etwa zwei Gro¨ßenordnungen gro¨ßer als die turbulente Reynolds-Zahl Ret:
Ret ≈ 0, 01×Re
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in zwei Teile erfolgt im mathematischen Sinn durch die Einfu¨hrung eines Filters mit der
Filterweite ∆ und einer Filterfunktion G. Durch Filterung der Navier-Stokes Gleichungen
entsteht ein zusa¨tzlicher Term, der die Wirkung der kleinskaligen Wirbel repra¨sentiert und
mit Hilfe von Feinstrukturmodellen beschrieben wird. Das resultierende Gleichungssystem
ist stets dreidimensional und instationa¨r.
Bei gegebener Gitterauﬂo¨sung nimmt die Bedeutung des Feinstrukturmodells mit stei-
gender Reynolds-Zahl zu, da wegen der Verbreiterung des turbulenten Spektrums (siehe
(2.23)) ein zunehmender Teil der turbulenten Wirbel modelliert werden muss. Dies er-
fordert die Entwicklung geeigneter Feinstrukturmodelle, worin nach Ansicht von Wilcox
[58] die Problematik dieses Ansatzes liegt. Die vom Ansatz oft einfachen Feinstruktur-
modelle modellieren einen relativ großen Anteil des turbulenten Wirbelspektrums. Die
Grobstruktursimulation (engl. Large Eddy Simulation oder kurz: LES) einer homogenen,
isotropen turbulenten Stro¨mung durch Ferziger [13] ergab beispielsweise einen Anteil von
20-29 % der modellierten zur gesamten turbulenten kinetischen Energie. Ein Anteil von
30 % sollte jedoch aus Genauigkeitsgru¨nden nicht u¨berschritten werden [35].
Das Feinstrukturmodell sollte zudem in der Lage sein, den zu beobachtenden Energietrans-
fer von kleinen zu großen Skalen (backscatter) zu beru¨cksichtigen, der im Widerspruch zur
Vorstellung der Energiekaskade steht und zu numerischen Instabilita¨ten des Verfahrens
fu¨hren kann [14]. In der Na¨he fester Wa¨nde nimmt die Gro¨ße der großen Wirbelstruk-
turen ab, was eine feinere Gitterauﬂo¨sung erfordert. Deshalb wird bei wandanliegenden
Stro¨mungen ha¨uﬁg die Auﬂo¨sung wandnaher Bereiche durch eine Modellierung mit Wand-
funktionen ersetzt. Verbesserte Modellierungen auch fu¨r abgelo¨ste Stro¨mungen sind neben
der Entwicklung geeigneter Feinstrukturmodelle erforderlich, um LES auch fu¨r komplexere
Stro¨mungen einsetzen zu ko¨nnen.
Der Einsatz der Grobstruktursimulation fu¨r technisch relevante Anwendungsfa¨lle, in de-
nen koha¨rente Strukturen und Gebiete stochastischer Turbulenz vorhanden und bedeut-
sam sind, wie beispielsweise drallbehaftete Stro¨mungen in Brennkammergeometrien, wird
angesichts der weiterhin rasanten Entwicklung der Rechnerkapazita¨ten zunehmend an Be-
deutung gewinnen.
2.3.3 Statistische Beschreibung
Fu¨r technische Anwendungen ist oft die statistische Beschreibung turbulenter Stro¨mungen
ausreichend, die lediglich die mittlere Wirkung der Turbulenz beru¨cksichtigt. Ausgangs-
punkt der Methode ist die Aufspaltung der zufa¨llig schwankenden Stro¨mungsgro¨ßen in
Mittelwert und Schwankungsanteil.
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φ(xi, t) = φ(xi, t) + φ
′(xi, t) (2.24)
φ(xi, t) = lim
n→∞
1
n
n∑
k=1
φk(xi, t) (2.25)
φ(xi) = lim
T→∞
1
T
∫ T
0
φ(xi, t) dt (2.26)
Die Bestimmung des Mittelwerts erfolgt im allgemeinsten Fall mit Hilfe der Ensemblemit-
telung (2.25). Dabei wird unter Beibehaltung aller Anfangs- und Randbedingungen die
Stro¨mung n-fach realisiert und die Gro¨ße am selben Ort nach derselben Zeit n-fach gemes-
sen. In statistisch stationa¨ren Stro¨mungen kann eine zeitliche Mittelung vorgenommen
werden (2.26).
Dabei wird die Gro¨ße φ(xi, t) u¨ber ein genu¨gend langes Zeitintervall am festen Ort gemes-
sen. Bei der Mittelung verschwindet der Schwankungsanteil der Stro¨mungsgro¨ße deﬁniti-
onsgema¨ß. Das Einsetzen der Aufspaltung (2.24) in die Bilanzgleichungen fu¨r Masse (2.7),
Impuls (2.9) und Energie (2.11) bzw. Temperatur (2.12) fu¨r inkompressible Newton’sche
Fluide und anschließende Mittelwertbildung fu¨hrt auf die Bilanzsa¨tze der mittleren Er-
haltungsgro¨ßen, die so genannten Reynolds’schen Gleichungen.
∂ui
∂xi
= 0 (2.27)
∂(ρui)
∂t
+
∂(ρujui)
∂xj
= − ∂p
∂xi
+
∂
∂xj
(
µ
∂ui
∂xj
− ρu′ju′i
)
+ ρfi (2.28)
∂(ρcpT )
∂t
+
∂(ρujcpT )
∂xj
=
∂
∂xj
(
λ
∂T
∂xj
− ρcpu′jT ′
)
(2.29)
Wegen des nichtlinearen Konvektionsterms in den Erhaltungsgleichungen fu¨r Impuls (2.9)
und Energie (2.11) entsteht aus der Mittelung jeweils ein neuer Term in den Gleichungen.
Der Term ρu′ju
′
i in der Impulserhaltungsgleichung (2.28) ist der Reynolds’sche Spannungs-
tensor. Er beschreibt den turbulenzbedingten Impulstransport. Der turbulente Wa¨rme-
stromvektor ρu′jT ′ in der Bilanzgleichung der mittleren Temperatur (2.29) beschreibt den
turbulenzbedingten Wa¨rme- bzw. Temperaturtransport.
Aufgrund der zusa¨tzlichen unbekannten Terme ist das Gleichungssystem (2.27)-(2.29)
nicht geschlossen lo¨sbar, da es mehr unbekannte Gro¨ßen als verfu¨gbare Gleichungen gibt.
Auf analytischem Weg ist es nicht mo¨glich, das Gleichungssystem zu schließen, da bei
der Entwicklung von Transportgleichungen fu¨r die unbekannten Korrelationen stets neue
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unbekannte Terme entstehen. Das Schließungsproblem ist das Grundproblem der stati-
stischen Beschreibung turbulenter Stro¨mungen. Die aus den Navier-Stokes Gleichungen
ableitbare Transportgleichung fu¨r den Reynolds’schen Spannungstensor [58] verdeutlicht
dies:
∂(ρu′iu
′
j)
∂t
+
∂(ρuku′iu
′
j)
∂xj
= Pij − ij −Πij + ∂
∂xk
(
µ
∂u′iu
′
j
∂xk
− ρCijk
)
+ ρu′if
′
j + ρu
′
jf
′
i (2.30)
mit
Pij = −ρu′iu′k
∂uj
∂xk
− ρu′ju′k
∂ui
∂xk
Produktion (2.31)
Πij = p′
(
∂u′i
∂xj
+
∂u′j
∂xi
)
Druck-Scher Korrelation (2.32)
ij = 2µ
(
∂u′i
∂xk
∂u′j
∂xk
)
Dissipation (2.33)
ρCijk = ρu′iu
′
ju
′
k + p
′u′iδjk + p′u
′
jδik Diﬀusion (2.34)
Ein Großteil der Terme in der Transportgleichung des Reynolds-Spannungstensors (2.30)
enthalten neue, unbekannte Korrelationen wie beispielsweise die Tripelkorrelation im Dif-
fusionsterm (2.34). Auch der Druck-Scher Korrelationstensor (2.32) und der Dissipations-
tensor (2.33) sind nicht direkt bestimmbar. Prinzipiell kann man auch fu¨r diese Terme
Diﬀerentialgleichungen herleiten, die jedoch wiederum unbekannte Korrelationen enthal-
ten. Es ist also nicht mo¨glich, das Gleichungssystem auf diesem Weg zu schließen. Aufgabe
der Turbulenzmodelle ist es, durch geeignete Approximation des unbekannten Reynolds-
Spannungstensors das Gleichungssystem (2.27)-(2.29) lo¨sbar zu machen. Dabei ist die
kinetische Energie k der turbulenten Geschwindigkeitsﬂuktuationen eine wichtige Hilfs-
gro¨ße, die deﬁnitionsgema¨ß der halben Spur des Reynolds-Spannungstensors entspricht:
k =
1
2
u′iu
′
i (2.35)
Die Bilanzgleichung der turbulenten kinetischen Energie (2.36) ist entsprechend durch
Kontraktion5 der Transportgleichung des Reynolds-Spannungstensors (2.30) ableitbar.
∂(ρk)
∂t
+
∂(ρujk)
∂xj
= −ρu′iu′j
∂ui
∂xj︸ ︷︷ ︸
Pk
+
∂
∂xj
(
µ
∂k
∂xj
− ρ
2
u′iu
′
iu
′
j − p′u′j
)
− µ ∂u
′
i
∂xk
∂u′i
∂xk︸ ︷︷ ︸

(2.36)
5Gleichsetzen der Indizes und Ausfu¨hrung der Summation
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Turbulenzmodelle lassen sich formal in zwei Klassen aufteilen, die auf unterschiedlichen
Modellierungsansa¨tzen fu¨r den unbekannten Reynolds-Spannungstensor beruhen. In al-
gebraischen Turbulenzmodellen wird der Reynolds-Spannungstensor als lokale Funktio-
nen des mittleren Geschwindigkeitsgradienten sowie eines charakteristischen turbulenten
La¨ngen- und Zeitmaßes modelliert. Die algebraischen Turbulenzmodelle werden im fol-
genden Kapitel 2.4 ausfu¨hrlich beschrieben. In diﬀerentiellen Turbulenzmodellen6 werden
die unbekannten Terme in der Transportgleichung fu¨r den Reynolds-Spannungstensor ge-
eignet modelliert. Im Anhang A der Arbeit beﬁndet sich ein ausfu¨hrlicherer U¨berblick
diﬀerentieller Turbulenzmodelle, da sie nicht im Mittelpunkt der Arbeit stehen, aber fu¨r
diese Arbeit von Bedeutung sind.
2.4 Algebraische Modelle
Algebraische Turbulenzmodelle modellieren den unbekannten Reynolds-Spannungstensor
in Abha¨ngigkeit des Gradienten der mittleren Geschwindigkeit sowie eines turbulenten
Zeit- und eines La¨ngenmaßes.
u′iu
′
j = F
[
∂ui
∂xj
, lt, tt
]
mit tt =
k

, lt =
k
3
2

(2.37)
Das turbulente Zeitmaß wird hierbei durch die turbulente kinetische Energie k ausgedru¨ckt
(2.35). Zur Bestimmung des turbulenten La¨ngenmaßes wird die Dissipationsrate  be-
nutzt. Ansatz (2.37) beruht auf der Annahme, dass die Detailstruktur der Turbulenz mit
zwei Parametern beschreibbar ist. Eine Parametrisierung der Turbulenz durch ein charak-
teristisches La¨ngen- und ein Zeitmaß der turbulenten Wirbel ist fu¨r Stro¨mungen zula¨ssig,
in denen lokale Eﬀekte gegenu¨ber Transportprozessen dominieren. Werden nur turbulente
Stro¨mungen großer Reynolds-Zahlen betrachtet, muss der Einﬂuss der Viskosita¨t im An-
satz (2.37) nicht beru¨cksichtigt werden. Ausgehend von Gleichung (2.37) kann mit Hilfe
dimensionsanalytischer Betrachtungen (Π- oder Buckingham-Theorem) sowie durch An-
wendung der Methode der Invariantenmodellierung und des Cayley-Hamilton Theorems
eine allgemeine konstitutive Gleichung zur Bestimmung des Reynolds-Spannungstensors
hergeleitet werden [48, 32]. Das Cayley-Hamilton Theorem begrenzt die Zahl der linear
unabha¨ngigen Tensoren, da ein beliebiger Tensor zweiter Stufe Aij seine Eigenwertglei-
chung (2.38) in Abha¨ngigkeit seiner Hauptinvarianten (2.39) erfu¨llen muss.
6die auch als Schließungsansa¨tze 2. Ordnung oder Reynolds-Spannungs Modelle bezeichnet werden
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A3ij − IA2ij + IIAij − IIIδij = 0 mit (2.38)
I = Aii, II =
1
2
(AiiAjj − A2ii), III =
1
6
(AiiAjjAkk − 3AiiA2jj + 2A3ii) (2.39)
Die allgemeine konstitutive Gleichung (2.40) kann als grundlegende Beziehung zur Bestim-
mung des Reynolds-Spannungstensors algebraischer Turbulenzmodelle aufgefasst werden.
Die in Gleichung (2.40) auftretenden Koeﬃzienten a1−a18 sind zuna¨chst beliebige Funktio-
nen der Invarianten der in Beziehung (2.40) vorkommenden Tensoren sowie der Hauptin-
varianten des Tensors des Geschwindigkeitsgradienten, der in Gleichung (2.40) in einer
kompakteren Schreibweise dargestellt ist ( ∂ui
∂xj
= ui,j). Sie werden bei der Entwicklung un-
terschiedlicher Turbulenzmodelle anhand experimenteller Daten kalibriert. Desweiteren
unterscheiden sich algebraische Turbulenzmodelle in der Tensorordnung der im jeweiligen
Modell beru¨cksichtigten Terme.
u′iu
′
j =
2
3
kδij + 2a2
k2

[
ui,j + uj,i − 2
3
uk,kδij
]
+ 2a4
k3
2
[
ui,kuk,j + uj,kuk,i − 2
3
up,quq,pδij
]
+ 2a6
k3
2
[
ui,kuj,k − 1
3
up,qup,qδij
]
+ 2a7
k3
2
[
uk,iuk,j − 1
3
up,qup,qδij
]
+ 2a8
k4
3
[
ui,ku
2
j,k + u
2
i,kuj,k −
2
3
up,qu
2
p,qδij
]
+ 2a10
k4
3
[
uk,iu
2
k,j + u
2
k,iuk,j −
2
3
up,qu
2
p,qδij
]
+ 2a12
k5
4
[
u2i,ku
2
j,k −
1
3
u2p,qu
2
p,qδij
]
+ 2a13
k5
4
[
u2k,iu
2
k,j −
1
3
u2p,qu
2
p,qδij
]
+ 2a14
k5
4
[
ui,kul,ku
2
l,j + u
2
k,iuk,luj,l −
2
3
up,qul,qu
2
l,pδij
]
+ 2a16
k6
5
[
ui,ku
2
l,ku
2
l,j + u
2
k,iu
2
k,luj,l −
2
3
up,qu
2
l,qu
2
l,pδij
]
+ 2a18
k7
6
[
ui,kul,ku
2
l,mu
2
j,m + u
2
i,ku
2
l,kul,muj,m −
2
3
up,kul,ku
2
l,mu
2
p,mδij
]
(2.40)
Werden lediglich die linearen Terme der allgemeinen konstitutiven Gleichung beru¨ck-
sichtigt und alle ho¨heren Tensorordnungen vernachla¨ssigt, ergibt sich die einfachste und
bis heute am weitesten verbreitete Konstitutivgleichung zur Bestimmung des Reynolds-
Spannungstensors.
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u′iu
′
j =
2
3
kδij − νt
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
(2.41)
Gleichung (2.41) wird auch als Boussinesq Approximation bezeichnet. Sie wurde ur-
spru¨nglich ausgehend von pha¨nomenologischen U¨berlegungen in Anlehnung an das Mate-
rialgesetz Newton’scher Fluide (2.8) formuliert, um die Wirkung der Turbulenz durch eine
erho¨hte (turbulente) Viskosita¨t ausdru¨cken zu ko¨nnen. Der erste Term auf der rechten
Seite der Boussinesq Approximation (2.41) wird eingefu¨hrt, damit die Gleichung bei einer
Kontraktion in inkompressiblen Stro¨mungen gu¨ltig bleibt.
Mit der Einfu¨hrung der Wirbelviskosita¨t νt, die im Gegensatz zur molekularen Visko-
sita¨t eine Eigenschaft der Stro¨mung und nicht des Fluids ist, wird das Problem auf
die Bestimmung der unbekannten Wirbelviskosita¨t verlagert. Aus dimensionsanalyti-
schen U¨berlegungen wird eine Abha¨ngigkeit der Wirbelviskosita¨t von einem turbulenten
Geschwindigkeits- bzw. Zeitmaß sowie einem La¨ngenmaß angenommen7.
νt ∼ Utlt (2.42)
Die auf der Boussinesq Approximation aufbauenden Turbulenzmodelle unterscheiden sich
in der Wahl geeigneter Parameter zur Bestimmung der turbulenten Skalen sowie in der
Zahl der zusa¨tzlich gelo¨sten Transportgleichungen zu deren Berechnung. Als geeigne-
tes turbulentes Geschwindigkeitsmaß hat sich die turbulente kinetische Energie allgemein
durchgesetzt. Bei der Auswahl einer geeigneten Gro¨ße zur Bestimmung des turbulen-
ten La¨ngenmaßstabs gibt es unterschiedliche Ansa¨tze, da keine eindeutige Methode fu¨r
die Bestimmung des turbulenten La¨ngenmaßstabs vorliegt. Nachfolgend werden die hier
verwendeten Wirbelviskosita¨tsmodelle vorgestellt.
2.4.1 Lineares EVM: Das k- Turbulenzmodell
Beim k- Turbulenzmodell werden die turbulente kinetische Energie k und die Dissipati-
onsrate  als Gro¨ßen zur Bestimmung des turbulenten Geschwindigkeits- und Zeitmaßstabs
benutzt. Durch Einsetzen der Gro¨ßen in den Zusammenhang (2.42) und Einfu¨hrung einer
Proportionalita¨tskonstanten ergibt sich die Bestimmungsgleichung der Wirbelviskosita¨t.
νt = Cµ
k2

(2.43)
7Die Wirbelviskosita¨t νt hat die Einheit [m2/s], das turbulente Geschwindigkeitsmaß [m/s] und das
turbulente La¨ngenmaß [m]
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Fu¨r beide betrachteten Gro¨ßen wird je eine Transportgleichung gelo¨st. Ausgangspunkt
bei der Entwicklung einer Transportgleichung fu¨r k ist die exakte Transportgleichung fu¨r
die turbulente kinetische Energie (2.36). Wie die Evolutionsgleichung fu¨r u′iu
′
j entha¨lt
auch die Gleichung der turbulenten kinetischen Energie unbekannte Terme, die durch
Gradientenﬂussansa¨tze geschlossen werden. Fu¨r die Dissipationsrate  kann ebenfalls eine
Transportgleichung aus den Navier-Stokes Gleichungen (2.27)-(2.28) hergeleitet werden8.
Wegen ihrer Komplexita¨t ist die Modellierung der unbekannten Terme mit vielen weitrei-
chenden heuristischen Annahmen verbunden.
∂(ρk)
∂t
+
∂(ρujk)
∂xj
= µt
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
∂ui
∂xj︸ ︷︷ ︸
Pk
+
∂
∂xj
[(
µ +
µt
σk
)
∂k
∂xj
]
− ρ (2.44)
∂(ρ)
∂t
+
∂(ρuj)
∂xj
= C1

k
Pk − C2 
2
k
+
∂
∂xj
[(
µ +
µt
σ
)
∂
∂xj
]
(2.45)
Im Gleichungssystem (2.43)-(2.45) sind insgesamt fu¨nf freie Koeﬃzienten enthalten. Die
von Launder und Spalding [30] vorgeschlagene Kalibration der Koeﬃzienten, die in Tabelle
2.1 aufgefu¨hrt sind, hat sich als allgemeiner Standard fu¨r das k- Modell etabliert.
Cµ C1 C2 σk σ
0,09 1,44 1,92 1,0 1,3
Tabelle 2.1: Koeﬃzienten des k- Modells
2.4.2 Lineares EVM: Das k-ω Turbulenzmodell
Beim k-ω Turbulenzmodell von Wilcox [57] wird statt der Dissipationsrate  die Gro¨ße ω
mit der Dimension eines inversen Zeitmaßes zur Bestimmung des turbulenten La¨ngenmaß-
stabs und damit zur Bestimmung der turbulenten Viskosita¨t benutzt. Diese Gro¨ße kann
als turbulente Frequenz oder speziﬁsche Dissipationsrate interpretiert werden. Durch den
Austausch der Dissipationsrate  mit der speziﬁschen Dissipationsrate ω konnten Verbesse-
rungen bei der Vorhersage von durch Druckgradienten aufgepra¨gten Stro¨mungsablo¨sungen
erzielt werden, denn bei Verwendung der Beziehung (2.43) wird der Betrag der Wirbel-
viskosita¨t aufgrund der in Wandna¨he berechneten Dissipationsrate allgemein u¨berscha¨tzt
und damit das Auftreten der Stro¨mungsablo¨sung behindert.
νt =
k
ω
, ω =

k
(2.46)
8Details der Herleitung und der Modellierung sind bei Wilcox [58] zu ﬁnden.
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Fu¨r die beiden verwendeten turbulenten Gro¨ßen werden die nachfolgend angegebenen
Transportgleichungen gelo¨st.
∂(ρk)
∂t
+
∂(ρujk)
∂xj
= Pk +
∂
∂xj
[
(µ +
µt
σk
)
∂ω
∂xj
]
− ρβ∗kω (2.47)
∂(ρω)
∂t
+
∂(ρujω)
∂xj
= α
ω
k
Pk +
∂
∂xj
[
(µ +
µt
σω
)
∂ω
∂xj
]
− βρω2 (2.48)
Die Werte der fu¨nf freien Koeﬃzienten des Turbulenzmodells sind in Tabelle 2.2 aufge-
fu¨hrt.
α β β∗ σk σω
5/9 3/40 9/100 2,0 2,0
Tabelle 2.2: Koeﬃzienten des k-ω Modells
2.4.3 Lineares EVM: Das BSL Turbulenzmodell
Bei diesem von Menter [36] entwickelten Turbulenzmodell handelt es sich um eine Variante
des k-ω Turbulenzmodells. Hier wird durch Einsetzen der Beziehung  = ωk in die
Transportgleichung fu¨r  des k- Turbulenzmodells (2.45) eine Transportgleichung fu¨r ω
erzeugt. Durch die Umformulierung entsteht in der Gleichung fu¨r ω ein zusa¨tzlicher Term,
der als Kreuz-Diﬀusionsterm bezeichnet wird und in der von Wilcox [57] vorgeschlagenen
Transportgleichung fu¨r ω (2.48) nicht enthalten ist. Motivation fu¨r die Weiterentwicklung
war die beim k-ω Turbulenzmodell beobachtete Abha¨ngigkeit der erzielten Lo¨sung von
Freistromwerten der speziﬁschen Dissipationsrate ω.
∂(ρk)
∂t
+
∂(ρujk)
∂xj
= Pk +
∂
∂xj
[
(µ +
µt
σk3
)
∂ω
∂xj
]
− ρβ∗kω (2.49)
∂(ρω)
∂t
+
∂(ρujω)
∂xj
=
γ3
νt
Pk +
∂
∂xj
[
(µ +
µt
σω3
)
∂ω
∂xj
]
− β3ω2 − 2ρ(1− F1)σω2 1
ω
∂k
∂xj
∂ω
∂xj
(2.50)
mit
F1 = tanh(arg
4
1) (2.51)
arg1 = min
[
max
( √
k
0,09ωy
;
500ν
y2ω
)
;
4ρσω2k
(arg2)y
2
]
(2.52)
arg2 = max
(
2ρσω2
1
ω
∂k
∂xj
∂ω
∂xj
, 10−20
)
(2.53)
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Durch Einfu¨hren einer zusa¨tzlichen Funktion F1 im BSL Turbulenzmodell wird erreicht,
dass der zusa¨tzliche Term in Gleichung (2.50) in der Na¨he fester Wa¨nde verschwindet
(F1 → 1) und dort die freien Koeﬃzienten des Turbulenzmodells die von Wilcox [57] in
seinem k-ω Turbulenzmodell angegebenen Werte annehmen (vgl. Tabelle 2.3). Abseits
fester Wa¨nde nimmt die Funktion F1 den Wert 0 an und gleichzeitig gehen die Werte
der freien Koeﬃzienten mit Hilfe der allgemeinen Transformationsbeziehung fu¨r die Mo-
dellkonstanten (2.54) in die Werte des k- Turbulenzmodells u¨ber. Die Vorteile des k-ω
Modells in Wandna¨he wird so mit den Vorteilen der k- Formulierung fernab fester Wa¨n-
de kombiniert. In Tabelle 2.3 sind die Werte der Modellkonstanten fu¨r beide Grenzfa¨lle
dargestellt.
Φ3 = F1Φ1 + (1− F1)Φ2 (2.54)
Damit wird das BSL abseits fester Wa¨nde eﬀektiv zu einem (transformierten) k- Turbu-
lenzmodell und in Wandna¨he zu dem von Wilcox [57] angegebenen k-ω Turbulenzmodell.
σki σωi βi β
∗ γi
i = 1,(k-ω) 2,0 2,0 0,075 0,09 0,55
i = 2,(k-) 1,0 0,856 0,0828 0,09 0,44
Tabelle 2.3: Koeﬃzienten des BSL Modells
2.4.4 Lineares EVM: Das SST Turbulenzmodell
Beim SST Turbulenzmodell von Menter [36] handelt es sich um eine Variante des BSL
Turbulenzmodells. Es werden wieder die beim BSL Turbulenzmodell in Abschnitt 2.4.2
vorgestellten Transportgleichungen fu¨r k und ω gelo¨st (2.47)-(2.48). Die Berechnung der
Wirbelviskosita¨t erfolgt gema¨ß Beziehung
νt =
a1k
max(a1ω;SF2)
(2.55)
wobei
a1 = 0,31, S =
√(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
∂ui
∂xj
, F2 = tanh(arg
2
3) (2.56)
arg3 = max
(
2
√
k
β∗ωy
;
500ν
y2ω
)
(2.57)
Weitere Unterschiede zum zuvor vorgestellten BSL Turbulenzmodell betreﬀen die Wahl
der freien Koeﬃzienten. Beim SST Turbulenzmodell wird in Wandna¨he ein im Vergleich
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zum BSL Turbulenzmodell etwas modiﬁzierter Koeﬃzientensatz verwendet. Gleichung
(2.55) beschra¨nkt in Wandna¨he den Betrag der berechneten Wirbelviskosita¨t noch weiter
als mit den anderen beiden k-ω basierten Modellen, um Ort und Umfang von Gebieten
mit Stro¨mungsablo¨sungen besser berechnen zu ko¨nnen.
σki σωi βi β
∗ γi
i = 1,(k-ω) 1,18 2,0 0,075 0,09 0,55
i = 2,(k-) 1,0 0,856 0,0828 0,09 0,44
Tabelle 2.4: Koeﬃzienten des SST Modells
2.4.5 Quasi-lineares EVM: Das QLM Turbulenzmodell
Bei diesem Turbulenzmodell von Pettersson-Reif et al. [41] handelt es sich um eine Erwei-
terung der einfachen linearen Turbulenzmodelle. Zum einen wird die Modellkonstante Cµ
durch ein variables C∗µ ersetzt und zum anderen die Bestimmungsgleichung der Wirbel-
viskosita¨t vera¨ndert. Die Anpassungen wurden zuna¨chst in Zusammenhang mit dem v2-f
Modell vorgeschlagen, ko¨nnen aber auch fu¨r das k- Turbulenzmodell verwendet werden
[40]. Zweck der Modiﬁkationen ist eine Sensibilisierung linearer Wirbelviskosita¨tsmodelle
bezu¨glich der durch Stromlinienkru¨mmung hervorgerufenen Eﬀekte in turbulenten Stro¨-
mungen.
νt = min
(
C∗µk
2

,
k√
6SijSji
)
(2.58)
C∗µ = Cµ
F1
F2
, F1 =
1 + α2|η3|+ α3η3
1 + α4|η3| , F2 =
√
1 + α5η1
1 + α5η2
+ α1
√
η3
√
|η3| − η3 (2.59)
η1 = S
∗
ijS
∗
ji, η2 = W
∗
ijW
∗
ji, η3 = η1 − η2 (2.60)
S∗ij = Sij
k

, W ∗ij = (Wij + 1,25ijkΩk)
k

(2.61)
2.4.6 Quadratisches EASM: ASM Turbulenzmodell
Beim ASM Turbulenzmodell handelt es sich formal um ein explizites nichtlineares Reynolds-
Spannungsmodell zweiter Ordnung, das von Abid, Rumsey und Gatski [1] vorgeschlagen
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α1 α2 α3 α4 α5
1/18 1/2 1/4 1/5 1/40
Tabelle 2.5: Koeﬃzienten des QLM Modells
wurde. Es beru¨cksichtigt Terme bis zur zweiten Tensorordnung der allgemeinen Konsti-
tutivgleichung (2.40) zur Bestimmung des Reynolds-Spannungstensors und kann dement-
sprechend auch als nichtlineares Wirbelviskosita¨tsmodell zweiter Ordnung aufgefasst wer-
den.
u′iu
′
j =
2
3
kδij − 2νt
[(
Sij − 1
3
Skkδij
)
+
α4
ω
(
SikWkj + SjkWki
)
− α5
ω
(
SikSkj − 1
3
SklSklδij
)] (2.62)
Die Wirbelviskosita¨t νt wird in Abha¨ngigkeit der turbulenten kinetischen Energie, der
speziﬁschen Dissipationsrate ω sowie einer variablen Modellkonstanten C∗µ bestimmt.
νt = C
∗
µ
k
ω
(2.63)
Die variable Modellkonstante C∗µ (2.64) ist a¨hnlich wie bei dem im vorigen Abschnitt
beschriebenen Modell von Pettersson-Reif et al. [41] in Abha¨ngigkeit der Invarianten
SijSij und WijWij modelliert worden.
C∗µ =
3(1 + η2)α1
3 + η2 + 6η2ξ2 + 6ξ2
(2.64)
mit
η2 =
(
α2
ω2
)
SijSij, ξ
2 =
(
α3
ω2
)
WijWij (2.65)
Die in den Gleichungen (2.62)-(2.65) auftretenden freien Koeﬃzienten αi bestimmen sich
mit den in Tabelle 2.6 aufgefu¨hrten zugeho¨rigen Koeﬃzienten folgendermaßen:
α1 =
(
4
3
− C2
)
g
2
, α2 = (2− C3)2 g
2
4
α3 = (2− C4)2 g
2
4
, (2.66)
α4 =
(
2− C4
2
)
g, α5 = (2− C3)g, g = 1
(C1/2 + C5 − 1) (2.67)
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C1 C2 C3 C4 C5
3,0 0,8 1,75 1,31 2,0
Tabelle 2.6: Koeﬃzienten des ASM Modells
2.4.7 Kubisches NLEVM: Das CIY Turbulenzmodell
Das CIY Modell ist ein nichtlineares Wirbelviskosita¨tsmodell dritter Ordnung. Es wurde
von Craft, Iacovides und Yoon [8] vorgeschlagen, die das kubische Modell von Craft, Laun-
der und Suga [9] weiterentwickelten. Die Vera¨nderungen betreﬀen im Wesentlichen die
Modellierung der Abha¨ngigkeit des linearen Modellkoeﬃzienten Cµ sowie der Zuordnung
der quasi linearen Terme der Form SijSklSkl, die formal von kubischer Ordnung sind, zur
linearen Termgruppe. Damit soll eine erho¨hte numerische Robustheit erreicht werden.
u′iu
′
j =
2
3
kδij − 2νtSij + 4c1νtk

(
SikSkj − 1
2
SklSklδij
)
+ 4c2νt
k

(
WikSkj + WjkSki
)
+ 4c3νt
k

(
WikWjk − 1
3
WlkWlkδij
)
+ 8c4νt
k2
2
(
SkiWlj + SkjWli
)
Skl
+ 8c5νt
k2
2
(
WilWlmSmj + SilWlmWmj − 2
3
SlmWmnWnlδij
)
+ 8c6νt
k2
2
SijSklSkl + 8c7νtSijWklWkl
(2.68)
Die Wirbelviskosita¨t νt wird wie bereits beim k- Modell gesehen in Abha¨ngigkeit der
turbulenten kinetischen Energie, der Dissipationsrate  sowie einer Modellkonstanten Cµ
bestimmt.
νt = Cµ
k2

(2.69)
Im Unterschied zum k- Modell ist die Modellkonstante Cµ abha¨ngig von Parametern der
turbulenten Stro¨mung. Sie ergibt sich wie folgt:
Cµ = min
[
0,09,
1,2
1 + 3,5η + fRS
]
(2.70)
frs = 0,235(max(0, η − 3,333))2e−k2400/ν (2.71)
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mit
η = max(S˜, W˜ ), S˜ =
k

√
2SijSij, W˜ =
k

√
2WijWij (2.72)
c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7
-0,1 0,1 0,26 -10C2µ 0 -5C
2
µ 5C
2
µ
Tabelle 2.7: Koeﬃzienten des CIY Modells
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3 Drallstro¨mungen
Drallstro¨mungen werden in einer Vielzahl technischer Anwendungen eingesetzt. Insbeson-
dere in der Verbrennungstechnik haben sich Drallstro¨mungen wegen der stabilisierenden
Wirkung auf Flammen und wegen der deutlich verbesserten Mo¨glichkeiten der Brenn-
stoﬀaufbereitung auf breiter Front durchgesetzt. Nicht zuletzt deshalb wird in Flugtrieb-
werken ein Teil der vom Verdichter kommenden Luft beim Eintritt in die Brennkammer
mit Drall beaufschlagt. Der Einsatz von Drall hat aber neben einem erho¨hten Druck-
verlust noch weiter reichende Auswirkungen auf das Stro¨mungsfeld. Einen ausfu¨hrlichen
U¨berblick u¨ber diese Thematik verschaﬀt beispielsweise das Buch von Gupta, Lilley und
Syred [20]. Die folgenden Abschnitte behandeln die wichtigsten Aspekte zur Beschrei-
bung und Charakterisierung drallbehafteter Stro¨mungen, da der Drall den dominierenden
Einﬂussfaktor auf das Stro¨mungsgeschehen in Gasturbinenbrennkammern darstellt.
3.1 Das Tangentialgeschwindigkeitsfeld
Die Beschreibung drallbehafteter Stro¨mungen ist in Polar- bzw. Zylinderkoordinaten oft
am zweckma¨ßigsten, obwohl die Bilanzgleichungen von Masse (2.7), Impuls (2.9), Energie
(2.11) und Stoﬀ (2.15) in kartesischer Schreibweise gleichermaßen gelten. Aus den Impuls-
erhaltungsgleichungen in Zylinderkoordinaten, die beispielsweise bei Spurk [53] und auch
im Anhang B zu ﬁnden sind, lassen sich unter vereinfachenden Annahmen (stationa¨r,
eben, homogen in Axialrichtung) analytische Lo¨sungen der Tangentialgeschwindigkeits-
verteilung Uϕ(r) ﬁnden, die oft zur Charakterisierung realer Drallstro¨mungen benutzt
werden. Unter oben genannten Bedingungen vereinfacht sich die Impulserhaltungsglei-
chung der Tangentialgeschwindigkeitskomponente (B.2) zu
∂2Uϕ
∂r2
+
1
r
∂Uϕ
∂r
− Uϕ
r2
= 0 (3.1)
Die Lo¨sung von Gleichung (3.1) besteht aus zwei Anteilen, die als Potential- und als
Starrko¨rperwirbel bezeichnet werden. Beim Starrko¨rperwirbel wa¨chst die Geschwindig-
keit linear mit dem Radius, wa¨hrend sie beim Potenzialwirbel mit wachsendem Radius
hyperbelartig abnimmt.
Uϕ(r) =
a
r
+ ωr (3.2)
Der reine Potenzialwirbel tritt in realen Stro¨mungen nicht auf, da die Tangentialge-
schwindigkeit an der Symmetrieachse nicht unendlich anwachsen kann, sondern vielmehr
verschwinden muss. Starrko¨rperwirbel ko¨nnen aber beispielsweise bei der laminaren
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Stro¨mung durch um ihre La¨ngsachse rotierende Rohre erzeugt werden. Die Kombina-
tion beider Wirbelformen wird als Rankine-Wirbel (3.3) bezeichnet. Der Ort der maxi-
malen Tangentialgeschwindigkeit kennzeichnet beim Rankine-Wirbel den U¨bergang vom
Starrko¨rper- zum Potenzialwirbel.
Uϕ = U1
(
r
r1
)−m
mit
{
m = −1 fu¨r 0 ≤ r ≤ r1
0 ≤ m ≤ 1 fu¨r r > r1
(3.3)
Beim Burgers-Oseen Wirbel (3.4) wird der unstetige U¨bergang durch einen stetigen U¨ber-
gang beider Wirbelformen ersetzt und entspricht damit eher den Gegebenheiten realer
Stro¨mungen.
Uϕ =
Γ0
r
(
1− e−( rr1 )2
)
(3.4)
Beide Tangentialgeschwindigkeitsverteilungen sind in Bild 3.1 beispielhaft dargestellt.
0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
0 1 2 3 4 5 6
u
ϕ
/u
1
,
u
ϕ⋅
 
r 1
/Γ
0
r/r1
Burgers-Oseen
Rankine
Bild 3.1: Tangentialgeschwindigkeitsverteilungen verschiedener Wirbelformen
3.2 Das Axialgeschwindigkeitsfeld
Das Tangentialgeschwindigkeitsfeld drallbehafteter Stro¨mungen hat Auswirkungen auf das
Axialgeschwindigkeitsfeld. Betrachtet man eine stationa¨re, rotationssymmetrische Stro¨-
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mung in Zylinderkoordinaten, vereinfacht sich die Impulserhaltungsgleichung der Radial-
komponente auf die Form
U2ϕ
r
=
1
ρ
∂p
∂r
(3.5)
Aus Gleichung (3.5) wird ersichtlich, dass es durch die Wirkung der Zentrifugalkraft zu
einem in radialer Richtung positiven Druckgradienten mit einem Druckminimum auf der
Symmetrieachse kommt. Mit zunehmender Lauﬂa¨nge nimmt die Tangentialgeschwindig-
keit bei eingeschlossenen Stro¨mungen wie beispielsweise einer drallbehafteten Rohrinnen-
stro¨mung aufgrund von Wandreibungseﬀekten ab und der Druck in Axialrichtung steigt
wieder an9. Ist die anfa¨ngliche Tangentialgeschwindigkeit groß genug, kann die Axial-
stro¨mung den sich ergebenden Druckgradienten nicht mehr u¨berwinden und es kommt
in Achsna¨he zu einer plo¨tzlichen Umkehrung der Stro¨mungsrichtung. Dieses Pha¨nomen
wird auch als vortex breakdown bezeichnet. Die Ausbildung der Rezirkulationszone ist
eine charakteristisches Merkmal stark verdrallter Stro¨mungen.
3.3 Die Drallzahl
In technischen Anwendungsfa¨llen hat sich die Drallzahl S als dimensionslose Kennzahl zur
Beschreibung drallbehafteter Stro¨mungen etabliert. Sie ist als das Verha¨ltnis des Dreh-
impulsstroms D˙ zum mit dem charakteristischen Radius R und dem Axialimpulsstrom I˙
gebildeten Produkt deﬁniert:
S =
D˙
I˙R
mit D˙ = 2π
∫ ∞
0
ρ(UxUϕ)r
2 dr, und I˙ = 2π
∫ ∞
0
(p− p∞)ρU2xr dr (3.6)
Die Drallzahl S ist ein Maß fu¨r den relativen Einﬂuss der Fliehkra¨fte auf das Stro¨-
mungsfeld. Eine exakte Bestimmung der Drallzahl auf experimentellem Weg erfordert
die Vermessung des Geschwindigkeitsfelds sowie des statischen Druckes. Deshalb wird
in experimentellen Untersuchungen oft der Druckterm entweder vernachla¨ssigt oder der
Axialimpulsstrom I˙ ohne Druckbeitrag deﬁniert. Dann ist die Drallzahl jedoch keine
Erhaltungsgro¨ße mehr. Weiterhin werden (in turbulenten Stro¨mungen) die momentanen
Geschwindigkeiten unter Vernachla¨ssigung der turbulenten Geschwindigkeitsterme durch
mittlere Geschwindigkeiten ersetzt. Schließlich werden oft vereinfachende Axial- und Tan-
gentialgeschwindigkeitsverteilungen zur Bestimmung der Drallzahl angenommen.
9In freien Drallstro¨mungen nimmt die Tangentialgeschwindigkeit durch Mischung mit unverdrallter
Umgebung ebenfalls ab.
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3.4 Taylor-Proudman Theorem
Das Taylor-Proudman Theorem sagt fu¨r den Grenzfall stark rotierender, stationa¨rer und
reibungsfreier Stro¨mungen die Ausbildung eines zweidimensionalen Stro¨mungszustands
voraus. Die Geschwindigkeit in der Richtung parallel der Rotationsachse a¨ndert sich
nicht mehr. Beispielsweise wu¨rde sich bei einer Stro¨mung durch ein um seine La¨ngsachse
rotierendes Rohr die Axialgeschwindigkeit nicht mehr a¨ndern. In rotationssymmetrischen
Stro¨mungen ergibt sich ein eindimensionaler Stro¨mungszustand, da die Stro¨mungsgro¨ßen
auch nicht mehr winkelabha¨ngig sind (wenn das Problem in Polarkoordinaten betrachtet
wird). Die Geschwindigkeit ist nur noch eine Funktion des Radius.
3.5 Turbulenz und Drall
Das gleichzeitige Auftreten von Turbulenz und Drall fu¨hrt zu einer wechselseitigen Beein-
ﬂussung beider Stro¨mungspha¨nomene. Einerseits bewirkt Turbulenz in verdrallten Stro¨-
mungen Vera¨nderungen des mittleren Stro¨mungsfelds, die in laminaren Stro¨mungen so
nicht zu beobachten sind. Die durch Drall oder Systemrotation hervorgerufenen zusa¨tzli-
chen Volumenkra¨fte haben umgekehrt aber auch Einﬂuss auf die turbulenten Impuls- und
Wa¨rmeaustauschvorga¨nge. Beide Eﬀekte werden im folgenden Abschnitt na¨her erla¨utert.
Die geeignete Beschreibung ist Aufgabe der Turbulenzmodelle. In algebraischen Turbu-
lenzmodellen ist dies im allgemeinen jedoch nicht der Fall, weshalb sie dort modelliert
werden mu¨ssen. In Reynolds Spannungsmodellen und nichtlinearen Wirbelviskosita¨ts-
modellen kubischer Ordnung ist eine Modellierung nicht notwendig, wie Abschnitt 3.5.2
zeigen wird.
3.5.1 Wechselwirkungen zwischen Turbulenz und Drall
Die turbulente Stro¨mung durch ein um seine La¨ngsachse rotierendes Rohr zeigt anschau-
lich die Wirkung der Turbulenz auf das mittlere Stro¨mungsfeld. In diesem von Speziale
[52] ausfu¨hrlich diskutierten und in Bild 3.2 skizzierten Fall wird der Stro¨mung durch die
Rotationsbewegung der a¨ußeren Wand mit der mittleren Geschwindigkeit Uϕ = RΩ um
die z-Achse eine Tangentialgeschwindigkeitskomponente aufgepra¨gt. In laminaren Stro¨-
mungen beobachtet man mit wachsendem Radius einen linearen Anstieg der Tangentialge-
schwindigkeit Uϕ. Die Geschwindigkeitsverteilung entspricht der eines Starrko¨rperwirbels.
In turbulenten Stro¨mungen stellt sich dagegen eine nichtlineare Geschwindigkeitsvertei-
lung ein.
Die Ursache dieses Verhaltens la¨sst sich anhand der Reynolds gemittelten Impulserhal-
tungsgleichungen in Zylinderkoordinaten in einem mit der Winkelgeschwindigkeit Ω mit-
rotierenden Relativsystem (3.7)-(3.9) zeigen. Die Komponente u′ru′ϕ des Reynolds Span-
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Bild 3.2: Stro¨mung durch ein um seine La¨ngsachse rotierendes Rohr
nungstensors in Gleichung (3.8) fu¨hrt zu einer von Null verschiedenen Tangentialgeschwin-
digkeitskomponente im rotierenden Relativsystem und ruft damit die im Inertialsystem
beobachtete nichtlineare Tangentialgeschwindigkeitsverteilung hervor. Zur besseren Un-
terscheidung sind die mittleren Stro¨mungsgro¨ßen im nicht rotierenden Inertialsystem in
Großbuchstaben und die Stro¨mungsgro¨ßen im Relativsystem in den Gleichungen (3.7)-
(3.9) in Kleinbuchstaben angegeben.
−u
2
ϕ
r
= −∂p
∂r
− ∂u
′
ru
′
r
∂r
− 1
r
(u′ru′r − u′ϕu′ϕ) + 2Ωuϕ (3.7)
0 = ν(∇2uϕ − uϕ
r2
)− ∂u
′
ru
′
ϕ
∂r
− 2
r
u′ru′ϕ (3.8)
0 = −∂p
∂x
+ ν∇2ux − ∂u
′
ru
′
x
∂r
− 1
r
u′ru′x (3.9)
Umgekehrt hat aber auch das Auftreten zusa¨tzlicher Volumenkra¨fte wie beispielsweise
die Zentrifugalkraft in verdrallten Stro¨mungen oder die Corioliskraft in rotierenden Stro¨-
mungen Auswirkungen auf die turbulenten Austauschvorga¨nge. Durch sie ko¨nnen tur-
bulente Schwankungsbewegungen entweder geda¨mpft oder auch versta¨rkt werden. Dieser
Eﬀekt kann mit Hilfe der exakten Produktionsterme des Reynolds Spannungstensors ana-
lysiert werden. Sie sind in vollsta¨ndiger Form im Anhang (B.5) angegeben. Betrachtet
man wieder die Stro¨mung in einem um die La¨ngsachse rotierenden Rohr, jedoch oh-
ne Komponente in Hauptstro¨mungsrichtung, ergibt sich eine eindimensionale Stro¨mung
(Ux=0, Ur=0, Uϕ 	=0) mit kreisfo¨rmigen Stromlinien. Die Produktionsterme des Reynolds
Spannungstensors vereinfachen sich auf
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Pxx = 0 (3.10)
Prr = +2u′ru′ϕ
Uϕ
r
(3.11)
Pϕϕ = −2u′ru′ϕ
∂Uϕ
∂r
(3.12)
Prϕ = −u′ru′r
∂Uϕ
∂r
+ u′ϕu′ϕ
Uϕ
r
(3.13)
Prx = 0 (3.14)
Pϕx = 0 (3.15)
Die Variation der Umfangsgeschwindigkeit Uϕ mit dem Radius r beeinﬂusst Gro¨ße und
Vorzeichen der Produktionsterme der Reynolds Spannungskomponenten. Dies verdeut-
licht Gleichung (3.16), in der die idealisierten Geschwindigkeitsverteilungen einer Fest-
ko¨rperrotation (Uϕ = ωr) und eines freien Wirbels (Uϕ = a/r) eingesetzt wurden.
Uϕ = ωr Uϕ = a/r
Prϕ = ω(u′ϕu′ϕ − u′ru′r) Prϕ = a/r2(u′ϕu′ϕ + u′ru′r)
Prr = +2ωu′ru′ϕ Prr = +2a/r
2u′ru′ϕ
Pϕϕ = −2ωu′ru′ϕ Pϕϕ = +2a/r2u′ru′ϕ
(Pϕϕ + Prr) = 0 (Pϕϕ + Prr) = +4a/r
2u′ru′ϕ
(3.16)
Der Fall einer Festko¨rperrotation fu¨hrt zu einem abklingenden, isotropen Turbulenzzu-
stand. Bei diesem Sonderfall verschwindet die Produktion turbulenter kinetischer Ener-
gie. Fu¨r den Fall u′ϕu′ϕ > u′ru′r kommt es zu einer positiven Produktion von u′ru′ϕ. Sie
fu¨hrt wiederum zu einem negativen Beitrag zur Produktion Pϕϕ sowie zu einem positiven
Beitrag der Produktionsrate Prr. Der Unterschied zwischen den Komponenten u′ϕu′ϕ und
u′ru′r wird geringer und damit sinkt die Produktion von Prϕ. Der Fall einer mit dem Radi-
us abnehmenden Tangentialgeschwindigkeit (freier Wirbel) zeigt dagegen eine gegenseitige
Versta¨rkung der Produktion der Komponenten des Reynolds-Spannungstensors.
Allgemein gesprochen bewirkt die Zunahme der Geschwindigkeit mit dem Radius eine
Schwa¨chung der Turbulenz und eine Abnahme der Geschwindigkeit deren Versta¨rkung.
Diese Zusammenha¨nge wurden unter anderem ausfu¨hrlich anhand einer turbulenten Stro¨-
mung in einem Ringraum zwischen zwei konzentrisch angeordneten Wellen untersucht
[43]. Dabei kann durch die Rotation der inneren oder a¨ußeren Welle um ihre La¨ngsachsen
der Stro¨mung jede beliebige Tangentialgeschwindigkeitsverteilung aufgepra¨gt werden.
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3.5.2 Beru¨cksichtigung der Eﬀekte in Turbulenzmodellen
Die im vorigen Abschnitt 3.5.1 diskutierten Wechselwirkungen zwischen Turbulenz und
Drall werden nicht von allen Turbulenzmodellen gleichermaßen beschrieben. Sie werden
allgemein mit diﬀerentiellen oder algebraischen Modellen kubischer Ordnung beru¨cksich-
tigt, wa¨hrend lineare und quadratische algebraische Modelle zuna¨chst nicht dazu in der
Lage sind. Durch geeignete Modellierung kann jedoch auch fu¨r solche Modelle die Beru¨ck-
sichtigung der Wirkung der Stromlinienkru¨mmung erreicht werden. Das unterschiedliche
Verhalten der Turbulenzmodelle wird im Folgenden anhand von zwei illustrativen Bei-
spielen verdeutlicht.
Die Analyse der turbulenten Stro¨mung durch ein axial rotierendes Rohr [52] dient als
Beispiel fu¨r die Beru¨cksichtigung der Auswirkung der Turbulenz auf eine verdrallte Stro¨-
mung. Wie bereits erwa¨hnt, ist in diesem Fall die Scherspannnungskomponente u′ru′ϕ
des Reynolds Spannungstensors fu¨r die rotationsabha¨ngige Tangentialgeschwindigkeits-
verteilung verantwortlich. Das Geschwindigkeitsfeld dieser Stro¨mung la¨sst sich mit Hilfe
des Verzerrungsgeschwindigkeits- und des absoluten Wirbeltensors (siehe auch Gleichung
(A.9)) in Zylinderkoordinaten (B.3), (B.4) folgendermaßen ausdru¨cken:
Sij =

 0 0
1
2
∂Ux
∂r
0 0 0
1
2
∂Ux
∂r
0 0

 Wij =

 0 −Ω
1
2
∂Ux
∂r
Ω 0 0
−1
2
∂Ux
∂r
0 0

 (3.17)
Bestimmung des Reynolds-Spannungstensors Algebraische Turbulenzmodelle ver-
wenden wie in Kapitel 2.4 beschrieben den Verzerrungsgeschwindigkeits- und den Wir-
beltensor zur Bestimmung der Komponenten des Reynolds-Spannungstensors. Lineare
Wirbelviskosita¨tsmodelle verwenden die Boussinesq Beziehung (2.41). Einsetzen der Ge-
schwindigkeitstensoren aus Gleichung (3.17) in die Bestimmungsgleichung des Reynolds-
Spannungstensors (2.41) ergibt fu¨r die Scherspannungskomponente
u′ru′ϕ = −2νtSrϕ = 0 (3.18)
Deswegen ko¨nnen lineare (aber auch quadratische) Wirbelviskosita¨tsmodelle die experi-
mentell zu beobachtende Tangentialgeschwindigkeit uϕ im rotierenden Relativsystem nicht
berechnen, wie das Einsetzen von (3.18) in (3.8) verdeutlicht. Erst nichtlineare Wirbel-
viskosita¨tsmodelle dritter Ordnung sind aufgrund der kubischen Operatoren W 2S +SW 2
und W 2S − SW 2 dazu in der Lage.
Reynolds-Spannungsmodelle lo¨sen dagegen eine eigene Transportgleichung fu¨r die Kom-
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ponente u′ru′ϕ. Unter Vernachla¨ssigung viskoser Eﬀekte vereinfacht sich diese Transport-
gleichung auf die Form:
C1
2 k
u′ru′ϕ = Π
(r)
rϕ −
∂Crϕk
∂xk
− 2Ω(u′ru′r − u′ϕu′ϕ) (3.19)
Wegen der in Rohrstro¨mungen herrschenden Anisotropie der Turbulenz fu¨hrt der Corio-
listerm in Gleichung10 (3.19) zu einem von Null verschiedenen Wert von u′ru′ϕ. Selbst im
Falle isotroper Turbulenz (u′ru′r = u′ϕu′ϕ) liefert der Druck-Scher-Korrelationsterm Π
(r)
rϕ
einen Beitrag.
Bestimmung der Produktionsrate der turbulenten kinetischen Energie Ein
weiteres Beispiel der Wechselwirkung zwischen Turbulenz und Drall ist die ebenfalls im
vorigen Abschnitt beschriebene stabilisierende oder destabilisierende Wirkung zusa¨tzli-
cher Volumenkra¨fte auf die Turbulenz. Dies la¨sst sich anhand der exakten Produktions-
terme der Komponenten des Reynolds-Spannungstensors nachvollziehen (vgl. Gleichung
(3.16)). Da Reynolds Spannungsmodelle die exakten Produktionsterme der Komponenten
des Reynolds Spannungstensors lo¨sen, werden die durch Stromlinienkru¨mmung verursach-
ten Vera¨nderungen in turbulenten Stro¨mungen durch Reynolds-Spannungsmodelle korrekt
beschrieben.
Algebraische Turbulenzmodelle lo¨sen den Produktionsterm der turbulenten kinetischen
Energie, in dem wiederum die Boussinesq Beziehung zur Bestimmung der turbulenten
Reynolds Spannungskomponenten eingesetzt wird. Bei linearen Wirbelviskosita¨tsmodel-
len ergibt sich unter den oben genannten Vereinfachungen hierfu¨r eine Produktionsrate
der Form
Pk = νt(
∂Uϕ
∂r
− Uϕ
r
)2 =
{
0, Uϕ = ωr
4νt(
a
r2
)2, Uϕ =
a
r
(3.20)
Beim Einsetzen der Geschwindigkeitsverteilung einer Festko¨rperrotation11 (Uϕ = ωr) in
Gleichung (3.20) verschwindet der Produktionsterm Pk, wa¨hrend er im Fall des freien
Wirbels (Uϕ =
a
r
) bestehen bleibt. Somit sollten auch lineare Wirbelviskosita¨tsmodelle
in der Lage sein, den turbulenzda¨mpfenden Eﬀekt der Stromlinienkru¨mmung qualitativ
richtig vorherzusagen [33].
10Letzter Term auf der rechten Seite von Gleichung (3.19)
11die na¨herungsweise der Stro¨mung entlang einer konvex gekru¨mmten Wand entspricht
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Dies steht jedoch im Widerspruch zu Berechnungsergebnissen turbulenter Stro¨mungen in
gekru¨mmten Kana¨len, bei denen lineare Wirbelviskosita¨tsmodelle nicht in der Lage sind,
die beschriebenen Interaktionen wiederzugeben. Dies liegt daran, dass in Stro¨mungen mit
starker Stromlinienkru¨mmung Geschwindigkeitsgradienten in Stro¨mungsrichtung auftre-
ten, die einen Beitrag zur Produktion turbulenter kinetischer Energie liefern. Wegen der
bei drallbehafteten Stro¨mungen gerechtfertigten Annahme der Rotationssymmetrie ent-
fa¨llt aus Gleichung (3.20) ein weiterer Term, der die A¨nderung der Geschwindigkeit mit
dem Winkel beschreibt.
Pk = νt(
∂Uϕ
∂r
− Uϕ
r
)2 + 4νt(
1
r
∂Uϕ
∂ϕ
)2 (3.21)
Der zweite Term der vollsta¨ndigen Gleichung der Produktionsrate turbulenter kinetischer
Energie (3.21) liefert unabha¨ngig von Beschleunigung oder Verzo¨gerung der Stro¨mung
einen positiven Beitrag zur Produktion turbulenter kinetischer Energie und fu¨hrt dazu,
dass lineare algebraische Turbulenzmodelle die turbulenzda¨mpfenden und turbulenzanfa-
chenden Eﬀekte in Stro¨mungen durch gekru¨mmte Kana¨le nicht korrekt berechnen ko¨n-
nen.
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4 Numerisches Verfahren
In diesem Kapitel wird das fu¨r diese Arbeit verwendete numerische Verfahren vorgestellt
und auf einige Besonderheiten hingewiesen. Fu¨r umfassendere Informationen zum verwen-
deten Verfahren kann die Programmdokumentation [2] herangezogen werden. Einen sehr
guten allgemeinen U¨berblick bieten die Bu¨cher von Ferziger und Peric´ [14] und Scha¨fer
[47]. Zur Stro¨mungsberechnung wurde das kommerzielle Programmpaket CFX-TASCﬂow
in der Version 2.11 benutzt. Dabei handelt es sich um ein Verfahren zur Lo¨sung der
Erhaltungsgleichungen fu¨r Masse, Impuls und Energie auf dreidimensionalen, blockstruk-
turierten, nicht versetzten Gittern mit einer elementbasierten Finiten Volumen Methode.
Die Erhaltungsgleichungen fu¨r Masse und Impuls werden gekoppelt gelo¨st. Zusa¨tzliche
skalare Transportgleichungen wie die der Energie (Temperatur) oder die der turbulenten
Gro¨ßen werden im Anschluss gelo¨st.
4.1 Diskretisierung der Geometrie
Die in Kapitel 2.3.3 vorgestellten gemittelten Bilanzgleichungen fu¨r Masse, Impuls und ge-
gebenenfalls Energie werden nur an bestimmten, vorher zu deﬁnierenden diskreten Punk-
ten im Stro¨mungsgebiet berechnet. Das interessierende Gebiet wird daher in eine endliche
Zahl von Gitterpunkten aufgeteilt. Jeden der Gitterpunkte umgibt ein raumfestes Kon-
trollvolumen, an dem die Bilanzgleichungen aufgestellt und gelo¨st werden.
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Bild 4.1: Hexaederelement bestehend aus 8 Oktanten (aus [2])
Die Kontrollvolumen werden aus Hexaederelemente konstruiert. Im dreidimensionalen
Fall bilden je 8 Gitterpunkte ein Hexaederelement, das in Bild 4.1 links dargestellt ist.
Jeder Hexaeder entha¨lt wiederum die in Bild 4.1 rechts angedeuteten 8 Wu¨rfelelemente
bzw.
”
Oktanten“ . Die Wu¨rfelelemente ergeben sich aus der Teilung des Hexaeders jeweils
in der Mitte zwischen zwei benachbarten Gitterpunkten. Die Verteilung der Hexaeder ist
geordnet. Man spricht von einem strukturierten Gitter. Zusammen mit der kartesischen
Behandlung der gesuchten Stro¨mungsgro¨ßen wird so ein streng konservativer Ansatz rea-
lisiert. Durch die Anordnung der Kontrollvolumina ist jede Grenzﬂa¨che gleichzeitig Aus-
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und Eintrittsrand fu¨r die jeweilige Stro¨mungsgro¨ße. Die Hexaederelemente sind aber nicht
die Kontrollvolumina. Ein Kontrollvolumen wird aus den acht Oktanten gebildet, die je-
den Gitterpunkt umgeben. In Bild 4.1 rechts ist beispielhaft ein Gitterpunkt mit einem
zugeho¨rigen Wu¨rfelelement herausgestellt. Die schraﬃerten Fla¨chen sind Begrenzungsﬂa¨-
chen des Kontrollvolumens. Nach Verwendung des Gauß’schen Integralsatzes ko¨nnen die
Erhaltungsgleichungen u¨ber das raumfeste Kontrollvolumen integriert werden. Oberﬂa¨-
chenintegrale repra¨sentieren die Flu¨sse der gesuchten Erhaltungsgro¨ßen u¨ber die Grenzen
des Kontrollvolumens. Volumenintegrale beschreiben Quell- oder Senkenterme der Vera¨n-
derlichen. Am Gitterpunkt als Mittelpunkt eines Kontrollvolumens (siehe auch Bild 4.2)
werden bei der von CFX-TASCﬂow benutzten nicht versetzten Anordnung alle Variablen
berechnet und deren Werte gespeichert. Dafu¨r mu¨ssen die kontinuierlichen Diﬀerential-
gleichungen diskretisiert werden.
4.2 Diskretisierung der Bilanzgleichungen
Die Diskretisierung approximiert die kontinuierlichen Diﬀerentialgleichungen durch ein
algebraisches Gleichungssystem. Die Bilanzgleichung einer beliebigen generischen Stro¨-
mungsgro¨ße φ an einem ortsfesten Kontrollvolumen hat die Form
∂
∂t
∫∫
V
∫
ρφdV +
∫
A
∫
ρujφdnj =
∫
A
∫
Γeff (
∂φ
∂xj
)dnj +
∫∫
V
∫
SφdV (4.1)
Ausgehend von dieser Bilanzgleichung (4.1) werden nachfolgend die Diskretisierungsan-
sa¨tze der einzelnen Gleichungsterme na¨her erla¨utert. Unterschiede ergeben sich aufgrund
der unterschiedlichen mathematischen Struktur und vor allem wegen der physikalischen
Bedeutung der einzelnen Terme.
4.2.1 Diskretisierung des transienten Terms
Der transiente Term kann entweder durch ein implizites Euler Verfahren erster oder zwei-
ter Ordnung approximiert werden:
∂
∂t
∫∫
V
∫
ρφdV ≈
{
ρV 1
∆t
(φn − φn−1)
ρV 1
∆t
1
2
(3φn − 4φn−1 + φn−2)
(4.2)
In (4.2) bezeichnet φn−1 den Wert der Variable zum vorangegangenen Zeitpunkt. Der
Vorteil des impliziten Verfahrens ist die Stabilita¨t unabha¨ngig vom gewa¨hlten Zeitschritt.
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Der Term hat keinen Einﬂuss auf das Ergebnis der konvergenten Lo¨sung stationa¨rer Stro¨-
mungen.
4.2.2 Diskretisierung des diﬀusiven Terms
Der im diﬀusiven Term vorhandene Gradient der Gro¨ße φ wird gema¨ß der Finiten Element
basierten Methode aus den Gradienten der Formfunktionen Nn des betrachteten Elements
berechnet:
∫
A
∫
Γeff (
∂φ
∂xj
)dnj ≈
∑
ip
(
Γeff∆nj
∑
n
∂Nn
∂xj
φn
)
ip
(4.3)
Das Verfahren ist fu¨r orthogonale Elemente von zweiter Ordnung und fu¨r nicht orthogonale
Elemente von erster Ordnung genau.
4.2.3 Diskretisierung des konvektiven Terms
Bei der Diskretisierung des konvektiven Terms wird der Wert der gesuchten Variablen φip
an der Integrationsstu¨tzstelle (siehe Bild 4.2) beno¨tigt:
∫
A
∫
ρujφdnj ≈
∑
ip
(ρuj∆nj)
o
ipφip (4.4)
Der Wert φip im Integrationsstu¨tzpunkt wird durch Interpolation der Variablen aus be-
nachbarten Gitterpunkten konstruiert. Bei den Interpolationsverfahren ist der physikali-
sche Transportmechanismus von Interesse, da sonst numerische Schwierigkeiten auftreten
ko¨nnen. Die bei CFX-TASCﬂow verfu¨gbaren Interpolationsverfahren sind nachfolgend
aufgefu¨hrt. Bild 4.2 verdeutlicht die fu¨r die Interpolation verwendete Kompassnotation
anhand eines zweidimensionalen Kontrollvolumens.
Aufwindverfahren. Beim
”
Upwind Diﬀerencing Scheme“ (UDS) wird der stromab lie-
gende Nachbarwert bei der Bestimmung von φe vernachla¨ssigt:
φe =
{
φP , m˙e > 0
φE, m˙e < 0
(4.5)
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Bild 4.2: Kontrollvolumen und Notation im zweidimensionalen Fall
Das Aufwindverfahren liefert durch die Beru¨cksichtigung der Stro¨mungsrichtung physika-
lisch richtige Ergebnisse. Es ist von erster Ordnung genau und fu¨hrt bei schnell variieren-
den Stro¨mungsgro¨ßen durch sog.
”
ku¨nstliche Diﬀusion“ zu verschmierten Gradienten von
φ [14].
Lineares Verfahren. Beim
”
Central Diﬀerencing Scheme“ (CDS) wird zur Bestimmung
von φe eine lineare Interpolation der Nachbarwerte vorgenommen. Da bei den hier ver-
wendeten Rechengittern der Punkt
”
e“ immer in der Mitte zwischen den Gitterpunkten
”
P“ und
”
E“ zu liegen kommt, entspricht dieses Verfahren einer arithmetischen Mittel-
wertbildung.
φe = φEλe + φP (1− λe), λe = xe − xP
xE − xP = 0, 5 (hier) ⇒ φe = 0, 5(φE + φP ) (4.6)
Das CDS ist von zweiter Ordnung genau, kann aber durch die Nichtberu¨cksichtigung der
Richtung der Konvektionsgeschwindigkeit zu unphysikalischen Lo¨sungen fu¨hren.
Hybridverfahren. Diese Verfahren kombinieren Aufwind mit linearen Verfahren, um
physikalisch richtige Approximationen (des UDS) mit einer ho¨heren Genauigkeit (des
CDS) zu erzielen.
φe = φP + ∆φe mit ∆φe ≈ xE − xP
2
∂φ
∂x
∣∣∣∣
e
(4.7)
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Der im Hybridansatz (4.7) vorkommende Gradient von φ wird durch eine allgemeine
Kombination von Aufwind-, Abwind- und Zentraldiﬀerenzenapproximation ersetzt.
∂φ
∂x
∣∣∣∣
e
≈ a
[
φP − φW
xE − xP
]
+ b
[
φE − φP
xE − xP
]
+ (1− a− b)
[
φEE − φE
xE − xP
]
(4.8)
Durch Setzen der in Gleichung (4.8) vorkommenden Parameter a und b lassen sich Ver-
fahren wie beispielsweise das SOU oder das QUICK Schema konstruieren (4.9). Alle
besprochenen Verfahren sind in Tabelle 4.1 zusammengefasst.
φe ≈
{
3
2
φP − 12φW a = 1, 0 b = 0, 0 (SOU)
3
4
φP − 18φW + 38φE a = 0, 25 b = 0, 75 (QUICK)
(4.9)
Sowohl das SOU als auch das QUICK Verfahren stellen gegenu¨ber dem reinen CDS Sche-
ma Verbesserungen dar. Dennoch sind durch die feste Gewichtung der Nachbarknoten
unphysikalische Einﬂu¨sse mo¨glich und ko¨nnen zu Konvergenzproblemen fu¨hren.
Schema Ordnung φe a b
UDS 1 φP 0,0 0,0
CDS 2 1
2
φP +
1
2
φE 0,0 1,0
SOU 2 3
2
φP − 12φW 1,0 0,0
QUICK 2 3
4
φP − 18φW + 38φE 0,25 0,75
Tabelle 4.1: Diskretisierungsverfahren
Zur Vermeidung unphysikalischer Einﬂu¨sse kann zur Bestimmung von ∆φe in Gleichung
(4.7) statt der in Gleichung (4.8) gezeigten mathematisch begru¨ndeten allgemeinen Appro-
ximation der Ableitung ∂φ/∂x ein physikalisch motivierter Ansatz verwendet werden. Der
Ansatz wird als PAC Verfahren (
”
Physical Advection Correction“ ) bezeichnet [2]. Grund-
lage ist eine konvektionsdominierte Transportgleichung fu¨r φ, bei der Diﬀusion gegenu¨ber
Konvektion und Quelltermen vernachla¨ssigt wird. Die Bewegungsgleichung (4.10) la¨sst
sich in kartesischen Koordinaten <x, y, z>, aber auch in einem stromliniengebundenen
Koordinatensystem <n, s> betrachten.
ρu
∂φ
∂x
+ ρv
∂φ
∂y
+ ρw
∂φ
∂z
= ρU
∂φ
∂s
= S˙φ (4.10)
Aus der kartesischen Gleichung (4.10) ergibt sich durch Umformung die fu¨r Gleichung
(4.7) beno¨tigte Approximation von ∆φe, die allgemein als PAC bezeichnet wird.
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∆φe =
xE − xP
2
1
ρu
(S˙φ − ρv∂φ
∂y
− ρw∂φ
∂z
) (4.11)
Zur Bestimmung von ∆φe in Gleichung (4.11) mu¨ssen die noch vorhandenen kontinuierli-
chen Terme durch diskrete Operatoren ersetzt werden. Dazu werden allgemein die Varia-
blenwerte an den benachbarten Knotenpunkten herangezogen. Bei der Verwendung dieser
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Bild 4.3: Kontrollvolumen mit Stromlinie
Technik fu¨r mehrdimensionale Stro¨mungs-
probleme zeigten sich allerdings numeri-
sche Probleme, die auf die schnelle Ver-
a¨nderung der Konvektionsanteile in (4.11)
zuru¨ckzufu¨hren sind [2]. Wird bei der
Ableitung die stromliniengebundene Va-
riante der Transportgleichung (4.10) be-
nutzt, lassen sich die Konvektionsterme
vermeiden. Diese Technik erfordert die In-
terpolation entlang von Stromlinien und
wird als SUDS (
”
Skew Upwind Diﬀeren-
cing Scheme“ ) Verfahren bezeichnet, da
die Interpolation nicht entlang von Gitter-
linien erfolgt. Wie in Bild 4.3 angedeutet,
wird die Stromlinie durch den Integrati-
onsstu¨tzpunkt konstruiert. Der gesuchte
Wert φe an der Integrationsstelle ergibt sich dann gema¨ß (4.12) aus dem Wert φu strom-
auf am Schnittpunkt u der Stromlinie mit der Elementgrenze sowie der PAC Korrektur,
die die Vera¨nderung von φ auf dem Weg l zwischen u und der Integrationsstu¨tzstelle bei
e beru¨cksichtigt.
φe ≈ φu + ∆φe, ∆φe ≈ l∂φ
∂s
=
l
ρU
S˙φ (4.12)
Der Wert φu in Gleichung (4.12) wird entweder linear aus den Nachbarknotenwerten in-
terpoliert (
”
LP-SUDS“ ) oder zusa¨tzlich massenstromgewichtet linear interpoliert (
”
MW-
SUDS“ ). Das lineare Verfahren ist formal zweiter Ordnung genau im Raum, das massen-
stromgewichtete Verfahren von erster Ordnung.
Zur Diskretisierung des Konvektionsterms wird fu¨r die in Kapitel 5 vorgestellten Berech-
nungen das SUDS Verfahren verwendet.
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4.2.4 Diskretisierung des Quellterms
Der Quellterm in (4.1) wird unter der Annahme diskretisiert, dass der Wert des Quellterms
im Mittelpunkt des Kontrollvolumens den Mittelwert von S u¨ber das Kontrollvolumen
darstellt.
∫∫
V
∫
SφdV ≈ SφV (4.13)
Das Verfahren ist von zweiter Ordnung genau im Raum und fu¨r konstante und linear
variierende Werte des Quellterms exakt [14]. Ha¨ngt der Quellterm Sφ von der Variablen
φ ab, wird der diskretisierte Quellterm gema¨ß der von Patankar [39] vorgeschlagenen
Linearisierung (4.14) in einen von φ unabha¨ngigen und einen abha¨ngigen Anteil aufgeteilt.
Ist die Abha¨ngigkeit in φ nichtlinear, erfolgt eine Linearisierung zur Stabilisierung des
Verfahrens.
Sφ = Sc + SaφP (4.14)
Damit sind alle Terme der Transportgleichung einer beliebigen skalaren Gro¨ße φ diskre-
tisiert. Zur Berechnung des Stro¨mungsfelds ist aber vor allem die Diskretisierung und
Berechnung der Erhaltungsgleichungen von Masse und Impuls notwendig, um Werte fu¨r
die in der skalaren Transportgleichung enthaltenen Druck- und Geschwindigkeitsfelder zu
erhalten. Insbesondere fu¨r inkompressible Stro¨mungen ergeben sich Besonderheiten, die
nachfolgend skizziert werden.
4.3 Entkopplung von Druck und Geschwindigkeit inkompressi-
bler Stro¨mungen
Zur Berechnung des Druck- und Geschwindigkeitsfelds werden die Massen- und Impulser-
haltungsgleichungen benutzt. Bei inkompressiblen Stro¨mungen ergibt sich die Besonder-
heit der Entkoppelung von Massen- und Impulserhaltungsgleichungen [14]. Fu¨r die vier
Unbekannten u,v,w und p stehen formal vier Erhaltungsgleichungen zur Verfu¨gung. Der
Druck ist aber nicht in der dafu¨r vorgesehenen Kontinuita¨tsgleichung enthalten, sondern
tritt als Gradient in den Impulserhaltungsgleichungen auf. Die in der Kontinuita¨tsglei-
chung vorkommende Dichte ist im Grenzfall inkompressibler Stro¨mung entweder gar keine
gesuchte Gro¨ße (da sie konstant und bekannt ist) oder wird mit Hilfe einer thermischen
Zustandsgleichung berechnet. Die Entkoppelung von Massen- und Impulserhaltungsglei-
chungen fu¨hrt in der Regel zum Auftreten oszillierender Druckfelder.
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Die Entkoppelung von Druck und Geschwindigkeit kann vermieden werden, indem die
Kontinuita¨ts- und die Impulsgleichungen auf zueinander verschobenen Rechengittern be-
rechnet werden. Das Vorgehen wird aber fu¨r komplexere Geometrien zunehmend schwie-
rig. Diese und weitere Techniken sind in der Literatur [14, 47] na¨her erla¨utert. In
CFX-TASCﬂow wird zur Vermeidung der Entkoppelung von Druck und Geschwindig-
keit auf nicht versetzten Gittern eine von Rhie und Chow [42] vorgeschlagene Methode
der selektiven Interpolation genutzt. Dabei werden durch Interpolation die Konvektions-
geschwindigkeiten an den Kontrollvolumenra¨ndern so bestimmt, dass zusa¨tzlich zu den
Geschwindigkeitswerten der Nachbarknoten auch die lokalen Druckgradienten eine Rolle
spielen. Das Verfahren ist in [2, 6, 47] ausfu¨hrlich beschrieben.
4.4 Berechnung des algebraischen Gleichungssystems
Durch Summation der diskreten Terme an einem beliebigen Kontrollvolumen um den Git-
terpunkt P entsteht eine algebraische Gleichung (4.15), die den Wert der Variablen φP
mit den Werten an den Nachbarknotenpunkten nb in Beziehung setzt und die Bilanzglei-
chungen an einem Kontrollvolumen in diskreter Form darstellt.
APφP +
∑
nb
Anbφnb = bP (4.15)
Summation u¨ber alle Gitterpunkte des Berechnungsgebiets ergibt das zu lo¨sende algebrai-
sche Gleichungssystem, das als Folge der Impulserhaltungsgleichungen nichtlinear ist. Die
Koeﬃzienten der Matrix A ha¨ngen noch von der Variablen φ ab. Das Gesamtsystem in
Matrizenform kann wie folgt geschrieben werden.
Aφ = b (4.16)
Zur Lo¨sung muss wegen der Nichtlinearita¨t ein iteratives Lo¨sungsverfahren verwendet
werden. Ausgehend von einer gescha¨tzten Lo¨sung φ werden die Koeﬃzienten der Matrix
A in Gleichung (4.16) berechnet. Mit der nun bekannten Matrix A ist das Gleichungssy-
stem linearisiert und kann gelo¨st werden. Die berechneten Werte φk werden im na¨chsten
Iterationsschritt k + 1 zur Linearisierung der Koeﬃzientenmatrix A genutzt.
Zur Lo¨sung des linearen Gleichungssystems wird das Verfahren der unvollsta¨ndigen LU
Zerlegung (ILU) verwendet. Die Systemmatrix A wird durch zwei Teilmatrizen approxi-
miert. Die untere Dreiecksmatrix L und eine obere Dreiecksmatrix U . Mit dem Ansatz
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A ≈ LU entsteht ein Gleichungssystem, das analog zum vollsta¨ndigen LU-Verfahren12
A=LU durch kombiniertes Vorwa¨rts- und Ru¨ckwa¨rtseinsetzen direkt gelo¨st werden kann.
Ausfu¨hrlichere Informationen sind beispielsweise in [2, 14, 47] zu ﬁnden. Das ILU Verfah-
ren besitzt gute Konvergenz- und Robustheitseigenschaften [47]. Der Gesamtrechenauf-
wand steigt aber mit wachsender Knotenzahl u¨berproportional an. Zur Verringerung des
Rechenaufwands wird ein Mehrgitterverfahren eingesetzt. Die Rechenzeit steigt nur noch
proportional mit der Zahl der Gitterpunkte. Das Prinzip der Mehrgitterverfahren beruht
auf der Beobachtung, dass iterative Lo¨sungsverfahren Fehlerkomponenten der Na¨herungs-
lo¨sung nur lokal, d.h. in der Gro¨ßenordnung der Gitterweite eﬃzient beseitigen. Globale
(
”
langwellige“ ) Fehlerkomponenten bleiben dagegen erhalten. Mehrgitterverfahren nut-
zen unterschiedlich grobe Gitter, um Fehlerkomponenten unterschiedlicher Wellenla¨ngen
gleichermaßen gut beseitigen zu ko¨nnen. Nach Berechnung einer Na¨herungslo¨sung auf ei-
nem feinen Gitter wird ein gro¨beres Gitter konstruiert und mit Hilfe der Feingitterlo¨sung
eine Grobgitterlo¨sung bestimmt. CFX-TASCﬂow nutzt ein algebraisches Mehrgitterver-
fahren (AMG) zur Konvergenzbeschleunigung. Im Gegensatz zum geometrischen Mehr-
gitterverfahren, das zur Grobgitterkonstruktion nur geometrische Informationen (wie die
Gitterweite) benutzt und aufwa¨ndigere Methoden zur Gleichungslo¨sung erfordert, wird
beim algebraischen Mehrgitterverfahren das gro¨bere Gitter aus der Sta¨rke der Koeﬃzien-
ten der Systemmatrix A auf dem feineren Gitter abgeleitet.
4.5 Implementierung der Turbulenzmodelle
Bei der Verwendung linearer Wirbelviskosita¨tsmodelle erfolgt die Implementierung der je-
weiligen Turbulenzmodelle durch Einsetzen des linearen Boussinesq-Ansatzes (2.41) in die
Reynolds-gemittelten Impulserhaltungsgleichungen (2.28). Dabei wird die im Boussinesq-
Ansatz gegebene Proportionalita¨t der Reynolds-Spannungen zum Deformationsgeschwin-
digkeitstensor Sij dem diﬀusiven Term der Bilanzgleichung zugeordnet. Der verbleibende
isotrope Teil der Reynolds-Spannungen (2
3
kδij) wird zusammen mit dem Druck diskreti-
siert. Der in der Bilanzgleichung (4.18) auftretende Druck P ist die Summe des realen
Druckes p sowie des isotropen Anteils der Reynolds-Spannungen:
P = p +
2
3
k (4.17)
Die Wirkung linearer Wirbelviskosita¨tsmodelle in Reynolds-gemittelten Navier-Stokes
Gleichungen besteht demnach im Grunde nur in einer im diﬀusiven Term auftretenden
erho¨hten so genannten eﬀektiven Viskosita¨t. Die Erho¨hung der Viskosita¨t begu¨nstigt
die Stabilita¨t des numerischen Verfahrens. Das Fehlen der turbulenten Wirbelviskosita¨t
12entspricht der Gauß-Elimination
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in Reynolds-Spannungsmodellen gilt als ein Hauptgrund fu¨r die verringerte numerische
Stabilita¨t dieser Modellklasse.
∂ui
∂t
+ uj
∂ui
∂xj
= −∂P
∂xi
+
∂
∂xj
[2(ν + νt︸ ︷︷ ︸
νeff
)Sij] (4.18)
Bei der Implementierung nichtlinearer Wirbelviskosita¨tsmodelle gelingt diese einfache For-
mulierung aus Gleichung (4.18) nicht mehr ohne weiteres. Ausgangspunkt ist eine Auf-
spaltung der allgemeinen konstitutiven Gleichung (2.40) in den linearen und nichtlinearen
Anteil, der in Gleichung (4.19) als HOTij bezeichnet ist.
u′iu
′
j =
2
3
kδij − 2νtSij + (HOT )ij (4.19)
Das nun zu diskretisierende System der Impulserhaltungsgleichungen ergibt sich durch
Einsetzen von Gleichung (4.19) in die RANS Gleichungen (2.28).
∂ui
∂t
+ uj
∂ui
∂xj
= −∂P
∂xi
+
∂
∂xj
[2νeffSij + (HOT )ij] (4.20)
Durch die Zuordnung des linearen Anteils von Gleichung (4.20) zur linken Seite des alge-
braischen Gleichungssystems (4.16) als Teil der Koeﬃzientenmatrix A wird eine implizite
Behandlung erreicht. Der nichtlineare Anteil wird hingegen explizit der rechten Seite von
(4.16) zugeordnet. Bei einer impliziten Verarbeitung kann es aufgrund der Nichtlinearita¨t
zur Schwa¨chung der Diagonaldominanz der Koeﬃzientenmatrix A kommen und damit das
Konvergenzverhalten des numerischen Verfahrens empﬁndlich gesto¨rt werden. Aber auch
die explizite Behandlung der nichtlinearen Terme erfordert zumindest bei kubischen Mo-
dellen wie dem in Abschnitt 2.4.7 vorgestellten Turbulenzmodell zusa¨tzliche Maßnahmen
zur Stabilisierung des numerischen Verfahrens. Ausgangspunkt ist eine von Craft et al.
[8] vorgeschlagene Zusammenfassung von Teilen der kubischen Terme der konstitutiven
Modellgleichung mit dem linearen Term der Gleichung (2.68).
u′iu
′
j =
2
3
kδij −
[
2νt − 8νtk
2
2
(c6SklSkl + c7WklWkl)
]
Sij + · · · (4.21)
Mit dieser Umgruppierung kann eine modiﬁzierte Wirbelviskosita¨t deﬁniert werden, die
die Diagonaldominanz der Koeﬃzientenmatrix A erho¨ht und damit das Verfahren stabi-
lisiert, wenn die kubischen Anteile einen negativen Beitrag liefern.
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ν ′t = νt − 4νt
k2
2
min[(c6SklSkl + c7WklWkl), 0] (4.22)
Bei der Implementierung nichtlinearer Turbulenzmodelle sind neben den Anpassungen
bei den gemittelten Impulserhaltungsgleichungen noch weitere Modiﬁkationen notwen-
dig. Neben den oﬀensichtlichen Modiﬁkationen wie den mo¨glichen Anpassungen bei der
Berechnung des linearen Modellkoeﬃzienten Cµ und der Wirbelviskosita¨t νt ist noch die
Anpassung bei der Berechnung der Produktion der turbulenten kinetischen Energie zu be-
ru¨cksichtigen, die ja, wie aus der Transportgleichung der turbulenten kinetischen Energie
(2.36) ersichtlich, auf den Reynolds-Spannungstensor zuru¨ckgreift.
4.6 Veriﬁkation
Zur U¨berpru¨fung der Implementierung werden die ausgewa¨hlten Turbulenzmodelle zur Be-
rechnung einfacher, modellhafter Stro¨mungen herangezogen. Dabei handelt es sich um das
in Abschnitt 2.4.5 vorgestellte quasi-lineare Wirbelviskosita¨tsmodell von Pettersson-Reif
et al. [41] sowie um das in Abschnitt 2.4.7 beschriebene nichtlineare Wirbelviskosita¨tsmo-
dell dritter Ordnung von Craft et al. [8]. Dies geschieht anhand der turbulenten Stro¨mung
entlang einer ebenen Platte sowie der turbulenten Stro¨mung durch einen Kanal mit qua-
dratischem Stro¨mungsquerschnitt. Der zweite Testfall dient prima¨r der U¨berpru¨fung der
vorzeichengerechten Implementierung der nichtlinearen Terme des kubischen Wirbelvis-
kosita¨tsmodells. Bei dieser Stro¨mung kommt es aufgrund von Turbulenzanisotropien zur
Ausbildung von Sekunda¨rstro¨mungen. Zur korrekten Erfassung der Sekunda¨rstro¨mung
sind zumindest nichtlineare Turbulenzmodelle zweiter Ordnung notwendig.
Wa¨hrend bei der Berechnung der turbulenten Stro¨mung entlang einer ebenen Platte,
deren Ergebnisse in Kapitel 5.1 zusammengefasst sind, erwartungsgema¨ß keine Beson-
derheiten hinsichtlich der Ergebnisse zu verzeichnen waren, kam es bei der Berechnung
der turbulenten Stro¨mung durch einen Kanal mit quadratischem Stro¨mungsquerschnitt
zu Auﬀa¨lligkeiten. Es zeigte sich, dass mit dem im Rahmen der Arbeit neu implemen-
tierten kubischen Modell von Craft et al. [8] keine qualitativ korrekte Berechnung der
Sekunda¨rstro¨mung mo¨glich war. Eine intensive Analyse, die im Anhang C dokumentiert
ist, ergab, dass weniger die Implementierung als vielmehr die Kalibration der Modellkoef-
ﬁzienten fu¨r das Verhalten des Turbulenzmodells verantwortlich ist. Die gleiche Stro¨mung
wurde mit Hilfe des in Abschnitt 2.4.6 beschriebenen expliziten algebraischen Reynolds-
Spannungsmodells zweiter Ordnung korrekt bestimmt.
Angesichts dieses Umstandes, der gegen ein Deﬁzit der Implementierung spricht, aber
stattdessen weitere Schwierigkeiten bei der Berechnung anderer Stro¨mungen erwarten
la¨sst, wird auf eine weitere Verwendung dieses Modells fu¨r die Arbeit verzichtet.
4.7 Fehleranalyse bei CFD Rechnungen 49
4.7 Fehleranalyse bei CFD Rechnungen
Bei allen numerischen Stro¨mungssimulationen treten eine Reihe von Unsicherheiten auf,
die im Rahmen einer Fehleranalyse identiﬁziert und zum Teil auch quantiﬁziert werden
ko¨nnen. Die Klassiﬁzierung der Unsicherheiten in quantiﬁzierbare und nicht quantiﬁ-
zierbare Fehler ist fu¨r eine Fehlerabscha¨tzung hilfreich. Die nicht abscha¨tzbaren konzep-
tionellen Fehler werden in Abschnitt 4.7.1 vorgestellt. Die quantiﬁzierbaren Fehler sind
unter den Oberbegriﬀ numerische Fehler zusammengefasst und in Abschnitt 4.7.2 na¨her
vorgestellt. Eine umfassende Beschreibung der mo¨glichen Fehler bei CFD Rechnungen
ist bei Ferziger und Peric´ [14] zu ﬁnden. Abschließend werden in Abschnitt 4.7.3 die bei
CFD Rechnungen auftretenden quantiﬁzierbaren Fehlerarten exemplarisch an der in Ka-
pitel 5.3 beschriebenen Drallstro¨mung in einer Brennkammergeometrie abgescha¨tzt und
gezeigt, dass die numerischen Unsicherheiten unter bestimmten Voraussetzungen vernach-
la¨ssigbar sind.
4.7.1 Konzeptionelle Fehler
Zu den konzeptionellen Fehlern za¨hlen die Modellfehler sowie die Benutzerfehler. Unter
Modellfehler versteht man den Unterschied zwischen der tatsa¨chlichen Stro¨mung und der
exakten Lo¨sung der mathematischen Gleichungen. Modellfehler treten bei praktisch allen
numerischen Stro¨mungssimulationen technisch relevanter Stro¨mungen auf. Die Ursache
ist, dass zur Durchfu¨hrung von Stro¨mungssimulationen praktisch immer vereinfachende
Annahmen notwendig sind. Sehr ha¨uﬁg mu¨ssen vereinfachende bzw. idealisierende An-
nahmen u¨ber die Problemgeometrie vorgenommen werden. Weitere Annahmen betreﬀen
beispielsweise die unterstellten Stoﬀwerte des betrachteten Fluids oder vereinfachende
Randbedingungen. In diese Kategorie fa¨llt zum Beispiel die Anwendung des logarithmi-
schen Wandgesetzes zur Modellierung turbulenter Grenzschichten. Die Geschwindigkeits-
verteilung in unmittelbarer Wandna¨he gilt so nur fu¨r die Grenzschicht der turbulenten
Stro¨mung entlang einer ebenen Wand ohne Druckgradienten. Diese Randbedingungen
sind fu¨r technisch interessierende Stro¨mungen de facto nie erfu¨llt. A¨hnliches gilt fu¨r die
Anwendung von Turbulenzmodellen. Da turbulente Stro¨mungen fu¨r technisch relevante
Fa¨lle nicht direkt berechnet werden ko¨nnen, mu¨ssen Turbulenzmodelle eingesetzt werden.
Die Herleitung der Modelle ist immer mit mehr oder weniger stark ausgepra¨gten heuristi-
schen Annahmen verbunden, die bei der Anwendung der Modelle ebenfalls in aller Regel
nicht erfu¨llt sind.
Der Benutzerfehler la¨sst sich als Unterschied zwischen der iterativen Lo¨sung des algebrai-
schen Gleichungssystems und der tatsa¨chlich (vom Benutzer) erzeugten iterativen Lo¨sung
deﬁnieren. Darunter za¨hlen Programmierfehler, unzutreﬀende Randbedingungen, die Ver-
wendung schlechter numerischer Gitter oder die Wahl falscher Parameter.
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4.7.2 Numerische Fehler
Zu den numerischen Fehlern za¨hlen der Diskretisierungsfehler sowie der Iterationsfehler.
Der Diskretisierungsfehler ergibt sich als der Unterschied zwischen der exakten Lo¨sung
der mathematischen Gleichungen und der exakten Lo¨sung der diskreten Approximation.
Dieser Fehler entsteht durch die U¨berfu¨hrung der kontinuierlichen Diﬀerentialgleichungen
in ein algebraisches Gleichungssystem, das zudem an diskreten Punkten im Problemgebiet
gelo¨st wird. Der Diskretisierungsfehler kann quantiﬁziert werden, indem das Stro¨mungs-
problem auf drei konsistent verfeinerten Gittern berechnet wird und die Werte einer mit
diesen Gittern berechneten interessierenden Stro¨mungsgro¨ße miteinander verglichen wer-
den.
h ∼= φh1 − φh2
rp − 1 (4.23)
In Gleichung (4.23) bezeichnet φ die interessierende Stro¨mungsgro¨ße, r der Verfeinerungs-
faktor der Gitter mit den mittleren Gitterweiten h1 und h2 sowie p die Fehlerreduktion
bei der Gitterverfeinerung.
r =
h2
h1
, p =
ln(
φh2−φh3
φh1−φh2
)
ln(r)
(4.24)
Wird beispielsweise ein Gitter in eine Koordinatenrichtung verdoppelt13 (r=2) und hal-
biert sich dabei der numerische Fehler, hat man ein Verfahren mit der Ordnung p = 1.
Gema¨ß Gleichung (4.23) kann man den Diskretisierungsfehler vernachla¨ssigen, wenn sich
der Wert der betrachteten Gro¨ße auf zwei unterschiedlich groben Gittern nicht mehr a¨n-
dert.
Der Iterationsfehler bezeichnet den Unterschied zwischen der exakten und der iterativen
Lo¨sung des diskreten Gleichungssystems. Da direkte Lo¨sungsmethoden zu aufwa¨ndig
sind, kommen iterative Lo¨sungsmethoden zum Einsatz, die an einem deﬁnierten Zeitpunkt
abgebrochen werden mu¨ssen. Der nach k Iterationen vorhandene Fehler k la¨sst sich gema¨ß
Gleichung quantiﬁzieren [14].
k ∼= ||φ
k+1 − φk||
λ1 − 1 , λ1 =
||φk+1 − φk||
||φk − φk−1|| (4.25)
Die Anwendung der Gleichung (4.25) ist fu¨r praktische Zwecke nicht gut geeignet, da
der Eigenwert der Iterationsmatrix λ1 oft komplex ist, Gleichung (4.25) aber fu¨r reale
13Bei dreidimensionalen Stro¨mungen ist eine verachtfachung der Kontrollvolumina no¨tig
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Eigenwerte gilt. Der Iterationsfehler kann alternativ auch mit Hilfe des Residuenverlaufs
abgescha¨tzt werden. Das Residuum rk nach k Iterationen kommt zustande, weil die
Lo¨sung φk des algebraischen Gleichungssystems die exakte Lo¨sung φ aus Gleichung (4.16)
nicht genau erfu¨llt.
Aφk = b− rk (4.26)
Da gema¨ß Gleichung (4.27) der Residuen- und Iterationsfehlerverlauf direkt zusammen-
ha¨ngen, ist der Iterationsfehler um vier Gro¨ßenordnungen gefallen, sobald das Residuum
rk um dieselbe Gro¨ßenordnung gefallen ist. Durch Setzen eines entsprechenden Konver-
genzkriteriums kann der Iterationsfehler auskonvergierter Lo¨sungen vernachla¨ssigt wer-
den.
Ak = rk (4.27)
Im Zuge einer sorgfa¨ltigen Fehleranalyse ist es demnach mo¨glich, den numerischen Fehler
zu quantiﬁzieren und gegebenenfalls zu vernachla¨ssigen. Dies wird nachfolgend exempla-
risch anhand der im Ergebnisteil vorgestellten Drallstro¨mung in einer Brennkammergeo-
metrie gezeigt.
4.7.3 Fehleranalyse der Drallstro¨mung in einer Brennkammergeometrie
Am Beispiel der in Kapitel 5.3 ausfu¨hrlich vorgestellten Drallstro¨mung in einer Brenn-
kammergeometrie werden die numerischen Fehler der Stro¨mungssimulation quantiﬁziert.
Dabei handelt es sich um die im vorigen Abschnitt erla¨uterten Diskretisierungs- und den
Iterationsfehler.
Gema¨ß Gleichung (4.23) ergibt sich der Diskretisierungsfehler aus dem Wertevergleich ei-
ner Stro¨mungsgro¨ße, die auf unterschiedlich feinen numerischen Gittern berechnet wurde.
Zuvor muss noch die Ordnung des Verfahrens mit Hilfe von Gleichung (4.24) bestimmt
werden. Zu diesem Zweck wird die Stro¨mung auf drei konsistent verfeinerten Gittern
berechnet. Ausgehend von einer Basisdiskretisierung von 50 × 52 × 3 Elementen wird
das jeweils feinere Gitter mit Hilfe eines Verfeinerungsfaktors von r = 1,5 erzeugt. Die
in Kapitel 3.3 eingefu¨hrte Drallzahl S dient dabei als Referenzgro¨ße. Sie wird mittels
Gleichung (4.28) berechnet.
S0 =
2π
∫ R
0
ρ(UW + uw)r2dr
2π
∫ R
0
ρ(U2 + u2)rdrR
(4.28)
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Tabelle 4.2 zeigt in einer U¨bersicht die Werte der auf den drei sukzessive verfeinerten
Gittern berechneten Drallzahlen sowie die Ordung des Verfahrens und insbesondere den
damit berechneten Diskretisierungsfehler h. Anhand dieser Tabelle wird deutlich, dass
der Diskretisierungsfehler in diesem Fall zu vernachla¨ssigen ist.
Gitter r S0 p h
1 – 0,3871 – –
2 1,5 0,3858 – –
3 1,5 0,3852 2,2 0,00038
Tabelle 4.2: Diskretisierungsfehler der berechneten Drallstro¨mung
Wie im vorigen Abschnitt gesehen, ist der Iterationsfehler vernachla¨ssigbar, wenn das
Konvergenzkriterium konservativ gesetzt wird. Zur U¨berpru¨fung des Einﬂusses des Kon-
vergenzkriteriums auf das berechnete Stro¨mungsfeld wird die Drallstro¨mung mit den drei
in Gleichung (4.29) dargestellten Abbruchkriterien berechnet und die sich ergebenden
Axialgeschwindigkeitsverteilungen miteinander verglichen.
rnmax ≤ 10−3
rnmax ≤ 10−4
rnmax ≤ 10−5
(4.29)
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Bild 4.4: Einﬂuss des Abbruchkriteriums auf den Axialgeschwindigkeitsverlauf
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Aus dem Vergleich der drei in Bild 4.4 dargestellten Axialgeschwindigkeitsverteilungen
wird deutlich, dass das gewa¨hlte Abbruchkriterium rnmax ≤ 10−4 ausreichend konservativ
gesetzt ist. Eine weitere Verringerung des maximalen Residuums bringt bezu¨glich der
Axialgeschwindigkeitsverteilung keine nennenswerte A¨nderung mehr.
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5 Ergebnisse
Zur Analyse des sehr komplexen Stro¨mungsgeschehens in Brennkammern werden die die-
sen Anwendungsfall kennzeichnenden Stro¨mungsformen identiﬁziert und untersucht. Die
fu¨r das Stro¨mungs- und Mischungsverhalten entscheidenden Faktoren sind die Strahlein-
blasung von Sekunda¨rluft in den Prima¨rmassenstrom sowie die Verdrallung des Prima¨r-
massenstroms. Speziell die Berechnung verdrallter Stro¨mungen stellt aufgrund der in
Kapitel 3 beschriebenen Wechselwirkungen von Turbulenz und Drall bis heute hohe An-
forderungen an die eingesetzten Turbulenzmodelle sowohl bezu¨glich ihrer Genauigkeit,
aber auch insbesondere im Hinblick auf ihre Robustheit. Zur genaueren Analyse des Ein-
ﬂusses der betrachteten Turbulenzmodelle auf die berechneten Stro¨mungsfelder werden
daher die beiden fu¨r diesen Fall charakteristischen Stro¨mungsformen getrennt voneinan-
der berechnet und die erzielten Ergebnisse vorgestellt.
Zu Beginn des Kapitels wird in Abschnitt 5.1 zuna¨chst die Berechnung der turbulen-
ten Grenzschicht entlang einer ebenen Platte vorgestellt. Dieser Testfall dient als Refe-
renzfall zur Veriﬁkation der verwendeten bzw. implementierten Turbulenzmodelle. Die
Berechnungsergebnisse werden mit gut vermessenen und dokumentierten Experimenten
verglichen, um eine mo¨glichst fundierte Einscha¨tzung der Leistungsfa¨higkeit der Turbu-
lenzmodelle zu gewa¨hrleisten. Der Fall der Strahleinblasung in eine Querstro¨mung wird
in Abschnitt 5.2 vorgestellt und diskutiert. Die Berechnung und Bewertung einer drall-
behafteten Stro¨mung erfolgt in Abschnitt 5.3. Abschließend wird die Berechnung der
Strahlreiheneinblasung in eine verdrallte Querstro¨mung in Abschnitt 5.4 dargelegt.
Bei der Vorstellung der Berechnungsergebnisse werden nicht alle in Abschnitt 2.4 und
A beschriebenen Turbulenzmodelle beru¨cksichtigt. Dies liegt an numerischen Schwie-
rigkeiten, die beim Einsatz der Modelle auftraten. Dazu za¨hlen das in Abschnitt 2.4.7
beschriebene neu implementierte Modell von Craft et al. [8] sowie das in Abschnitt A
beschriebene Modell von Speziale, Sarkar und Gatski [51].
5.1 Grenzschicht der ebenen Platte
Die turbulente Grenzschicht der la¨ngs angestro¨mten ebenen Platte ohne Druckgradienten
ist eine starke Vereinfachung technisch interessierender Stro¨mungen. Dieser Stro¨mungstyp
wird aber gerade deshalb oft zur Veriﬁkation von Turbulenzmodellen herangezogen, da
analytische oder empirische Vergleichsmo¨glichkeiten ableitbar sind. Die Platte erfa¨hrt
einen Widerstand, der mit Hilfe des lokalen Widerstandsbeiwerts cf ausgedru¨ckt werden
kann.
cf =
τw
1
2
ρU2∞
= 0.018Re
− 1
6
δ2
, δ2 =
∫ ∞
0
u
U∞
[
1− u
U∞
]
dy (5.1)
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Der Zusammenhang in Gleichung (5.1) gilt nach [53] und zeigt, wie der lokale Widerstands-
beiwert in Abha¨ngigkeit der mit der Impulsverlustdicke δ2 gebildeten Reynolds-Zahl Reδ2
sinkt.
5.1.1 Versuchsaufbau und Diskretisierung
Die hier betrachtete Stro¨mung entlang einer ebenen Platte wurde von Smith et al. [12]
experimentell untersucht und als Testfall zur Validierung von Large-Eddy Simulationen
aufgenommen [15]. Die Messungen wurden in einem oﬀenen Windkanal mit rechteckigem
Stro¨mungsquerschnitt durchgefu¨hrt. Die Hauptabmessungen des Kanals sind: 5,8m ×
1,22m× 0,15m (La¨nge× Breite×Ho¨he).
Das Arbeitsmedium war Luft unter Umgebungsbedingungen. Die Stro¨mung gelangte
durch eine Du¨se mit einem Kontraktionsverha¨ltnis von 6:1 in die Messstrecke. Zuvor
wurde sie durch einen Stro¨mungsgleichrichter sowie eine Beruhigungskammer der La¨n-
ge 0,91m geleitet. Die der Messwand gegenu¨berliegende Wand war leicht konturiert,
um einen Druckgradienten in Stro¨mungsrichtung von anna¨hernd Null zu erzeugen. Die
mittlere Anstro¨mgeschwindigkeit betra¨gt Um =33m/s, der Turbulenzgrad liegt bei etwa
Tu=0,0114. Angaben u¨ber die Dissipationsrate  fehlen. Messungen der mittleren Gro¨-
ßen erfolgten mit Hilfe der Hitzdrahtanemometrie an 10 Punkten in Stro¨mungsrichtung,
turbulente Messungen wurden an 2 Punkten durchgefu¨hrt.
Fu¨r die Berechnungen wurde ein Gebiet mit den Hauptabmessungen 10m× 0,1m× 2m
(La¨nge×Breite×Ho¨he) angenommen. Wegen der angenommenen Zweidimensionalita¨t der
Stro¨mung wurde nicht die gesamte Breite des Kanals beru¨cksichtigt, sondern fu¨r diese
Richtung Symmetrie vorausgesetzt. Dieses Gebiet wurde mit 200 × 3 × 100 Elementen
diskretisiert.
Die verwendeten Randbedingungen sind Einlass, Auslass, freier Rand, Symmetrie und
Wand. Am Einlass wurden konstante Werte fu¨r die mittleren Geschwindigkeiten und die
turbulenten Gro¨ßen vorgeschrieben. Die Haftbedingung an der Wand wurde mit Standard
Wandfunktionen bzw. mit der in CFX-TASCﬂow verfu¨gbaren Option eines festen Wand-
abstands modelliert. Am Auslass wurde ein konstanter Druck von p=0Pa vorgegeben.
Bei dem der festen Wand gegenu¨ber beﬁndlichen freien Rand wird ebenfalls ein konstan-
ter Druck von p= 0Pa vorgegeben, aber im Gegensatz zum Auslass ist dort prinzipiell
der Einstrom von Fluid zula¨ssig (= opening). Fu¨r die turbulenten Gro¨ßen gelten dort die
selben Werte wie fu¨r den Einlass. Fu¨r die Randbedingungen in Breitenrichtung wurden
Symmetrierandbedingungen angesetzt.
14abgescha¨tzt aus den Freistromwerten der gemessenen Normalkomponente u′u′
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5.1.2 Darstellung der Ergebnisse
Bild 5.1 zeigt den Verlauf des lokalen Reibungsbeiwerts in Abha¨ngigkeit der mit der
Impulsverlustdicke δ2 gebildeten Reynolds-Zahl Reδ2 . Der Verlauf der experimentellen
Werte besta¨tigt die Gu¨ltigkeit des in Gleichung (5.1) angegebenen Zusammenhangs. Die
berechneten Verla¨ufe des lokalen Reibungsbeiwerts stimmen ebenfalls gut mit den expe-
rimentellen Werten u¨berein. Lediglich das quasi lineare Modell von Pettersson et al. [41]
(als
”
QLM“ bezeichnet) berechnet durchga¨ngig einen etwas zu hohen lokalen Widerstands-
beiwert. Der eigentliche Verlauf stimmt jedoch gut mit dem in Bild 5.1 als Korrelation
bezeichneten Verlauf u¨berein.
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Bild 5.1: Lokaler Reibungsbeiwert cf . Symbole: Exp.:• , Korr.:· · · k-:−−−, k-ω:−− ,
QLM:·····, ASM:--- ---, LRR:-·-·-
Die sehr gute U¨bereinstimmung des k- Modells mit der Korrelation ist versta¨ndlich, da
dieser Stro¨mungstyp zur Kalibration der Modellkoeﬃzienten verwendet wurde. Umge-
kehrt ko¨nnten die unterschiedlichen Werte der linearen Modellkoeﬃzienten Cµ beim k-
und beim QLM Modell von Cµ=0,09 bzw. Cµ=0,21 die leichten Abweichungen des QLM
Modells erkla¨ren.
Bild 5.2 zeigt die dimensionslose Geschwindigkeitsverteilung in Abha¨ngigkeit des dimen-
sionslosen Wandabstands im Vergleich zum logarithmischen Wandgesetz. Durch die Ver-
wendung der in CFX-TASCﬂow verfu¨gbaren Option eines festen Wandabstands wird die
Lage des wandna¨chsten Knotens bei y+=11,25 erreicht. Die U¨bereinstimmung der berech-
neten Geschwindigkeitsverteilungen mit dem logarithmischen Wandgesetz ist in dessen
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Bild 5.2: Dimensionslose Geschwindigkeitsverteilung u+
Gu¨ltigkeitsbereich15 (y+ = 101−103) gut. Die unterschiedlich hohen Niveaus der wand-
normalen Geschwindigkeiten sind mit den Unterschieden der in Bild 5.1 dargestellten
Reibungsbeiwerten (bzw. Wandschubspannungen) zu erkla¨ren.
5.2 Strahleinblasung in eine ebene Querstro¨mung
Die Strahleinblasung tritt in einer Reihe von technischen Anwendungen auf. Abgesehen
von dem hier interessierenden Fall wird die Strahleinblasung beispielsweise auch zur Ku¨h-
lung von Turbinenschaufeln genutzt. Sie tritt auf bei Abgasstrahlen von Senkrechtstartern
in der Startphase, bei Abgasstrahlen von Kaminen in die Atmospha¨re oder der Einlei-
tung von Abwasser in Flu¨sse. Aufgrund der vielfa¨ltigen Einsatzmo¨glichkeiten war diese
Stro¨mungsform bereits fru¨hzeitig Gegenstand experimenteller und numerischer Untersu-
chungen, wie der U¨berblick von Margason [34] zu dieser Thematik belegt. Dabei standen
oft entweder die Bestimmung des Strahleindringverhaltens in die Querstro¨mung bzw. der
Verlauf der Strahltrajektorie oder die Bestimmung des turbulenten Mischungsverhaltens
von Strahl- und Hauptstromﬂuid im Vordergrund. Die Messungen von Andreopoulos
[3] und Andreopoulos und Rodi [4] sind eine Ausnahme, da sie sowohl den turbulenten
Impuls- als auch den turbulenten Wa¨rme- bzw. Stoﬀaustausch beru¨cksichtigen.
15Der Gu¨ltigkeitsbereich verschiebt sich in Abha¨ngigkeit der Re-Zahl bis hin zu y+ = 103. Dann erfolgt
der U¨bergang zum Außengesetz.
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Das Strahleindringverhalten und der Verlauf der Strahltrajektorie wird hauptsa¨chlich von
zwei Kenngro¨ßen beeinﬂusst. Von der mit dem Durchmesser der Strahlzufu¨hrung als cha-
rakteristische La¨nge und der mittleren Hauptstromgeschwindigkeit gebildeten Reynolds-
Zahl Re= UmD
ν
sowie vom Geschwindigkeitsverha¨ltnis zwischen den mittleren Strahl- und
Hauptstromgeschwindigkeiten R =
Wj
Um
. Statt des Geschwindigkeitsverha¨ltnisses R wird
in manchen Untersuchungen auch das Impulsstromverha¨ltnis von Neben- und Haupt-
stromﬂuid I =
ρjW
2
j
ρmU2m
zur Charakterisierung des Stro¨mungsgeschehens benutzt. Werden
temperatur- und druckbedingte Variationen der Dichte vernachla¨ssigt und die Mischung
von Einstoﬀsystemen betrachtet, entspricht das Impulsverha¨ltnis dem Quadrat des Ge-
schwindigkeitsverha¨ltnisses.
5.2.1 Versuchsaufbau und Diskretisierung
Das turbulente Stro¨mungsfeld eines Strahls in einer Querstro¨mung wurde fu¨r insgesamt
drei verschiedene Geschwindigkeitsverha¨ltnisse R =
Wj
Um
von Strahl- zu Hauptstro¨mungs-
geschwindigkeit von Andreopoulos und Rodi [4] mit Hilfe der Hitzdrahtanemometrie ex-
perimentell untersucht. Messungen des turbulenten Mischungsfelds der gleichen Konﬁgu-
ration stammen von Andreopoulos [3]. Der experimentelle Aufbau ist in Abbildung 5.3
skizziert. Er beﬁndet sich in einem geschlossenen Windkanal mit einem achteckigen Stro¨-
mungsquerschnitt und einem mittleren Durchmesser von 1,5m und einer Gesamtla¨nge der
Testsektion von L=6m. In einem Abstand von H =0,28m oberhalb des Windkanalbo-
dens wurde eine ebene Platte installiert. In der Platte beﬁndet sich eine Austrittso¨ﬀnung
mit einem Durchmesser D=0,05m, durch die ein Strahl normal zur Windkanalhauptstro¨-
mung mit einer mittleren Strahlgeschwindigkeit Wj eintritt. Das Fluid stro¨mt zuna¨chst
durch eine Beruhigungskammer, an die sich eine Du¨se mit einem Kontraktionsverha¨ltnis
(Durchmesserverha¨ltnis) von 4,2 :1 anschließt. Die Du¨se geht in ein gerades Messingrohr
der La¨nge LR =0,6m u¨ber, durch das das gegenu¨ber der Hauptstromtemperatur um 4K
auf T =304K erwa¨rmte Fluid stro¨mt. Die Austrittso¨ﬀnung des Rohres beﬁndet sich in
einem Abstand von 0,5m stromab des Bodenplattenanfangs.
Wa¨hrend der austretende Freistrahl durch die Queranstro¨mung in Stro¨mungsrichtung
abgelenkt wird, tritt bei der Hauptstro¨mung in Wandna¨he eine Art Verblockungseﬀekt
auf, wie er bei einem quer angestro¨mten Zylinder zu beobachten ist. Durch die Frei-
strahlumstro¨mung wird die Hauptstro¨mung seitlich abgelenkt und beschleunigt. Stromab
der Einblasung bildet sich ein Ru¨ckstro¨mgebiet aus, in das Teile des beschleunigten Haupt-
massenstroms einﬂießen. Das ru¨ckstro¨mende Fluid wird vom eindringenden Freistrahl
angesaugt und abtransportiert. Bei den Untersuchungen wurde die Hauptstromgeschwin-
digkeit des Luftmassenstroms konstant auf Um=13,9m/s gehalten und die Nebenstrom-
geschwindigkeit in drei Messreihen so variiert, dass sich die Geschwindigkeitsverha¨ltnisse
R=0,5, 1, 2 ergeben. Der Turbulenzgrad der freien Hauptstro¨mung wird mit Tu=0,05
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Bild 5.3: Strahl in Querstro¨mung. Versuchsaufbau
angegeben. Er wurde ebenso wie die mittlere Geschwindigkeit 0,2m stromauf (bzw. 0,3m
stromab der Plattenvorderkante) des Rohrendes bestimmt. Angaben zur Dissipationsrate
bzw. zum turbulenten La¨ngenmaß fehlen. Die Fluidtemperatur des Hauptstroms betra¨gt
Tref =300K, die Temperatur des Freistrahlﬂuids Tj =304K.
Das diskretisierte Gebiet beginnt in Hauptstro¨mungsrichtung an der Vorderkante der Zwi-
schenplatte bei x/D = −10 und endet stromab der Strahleinblasung bei x/D = 20. In
Wandnormalenrichtung endet die Diskretisierung oberhalb der Bodenplatte bei z/D = 15.
Die Erstreckung in Breitenrichtung betra¨gt y/D=5, wobei aus Symmetriegru¨nden ledig-
lich der halbe Rohrquerschnitt beru¨cksichtigt wurde. Die Diskretisierung des Rohrstu¨cks
endet in einem Abstand z/D =−6 stromauf des Strahleinblasungsorts. Die Diskretisie-
rung besteht aus etwa 252.000 Knoten, die sich wie folgt aufteilen: 91×52×50 Knoten fu¨r
den Hauptkanal (La¨nge×Breite×Ho¨he). Der halbe Rohrquerschnitt wurde mit 24×16×38
Knoten in Axial, Radial- sowie Umfangsrichtung diskretisiert.
5.2.2 Darstellung der Ergebnisse
Anhand der nachfolgenden Bilder werden die Berechnungsergebnisse fu¨r den Fall des Ge-
schwindigkeitsverha¨ltnisses R=0,5 vorgestellt und bewertet. Die betrachteten Stro¨mungs-
gro¨ßen sind die Komponenten der mittleren Stro¨mungsgeschwindigkeit u, v und w, die
turbulente kinetische Energie k sowie die Temperatur- bzw. Mischungsverteilung θ. Die
Gro¨ßen sind auf die mittlere Anstro¨mgeschwindigkeit Uref =13,9m/s bezogen. Im Fall der
Temperatur wurde eine Normierung verwendet, die einen Wertebereich von (0-1) ergibt:
θ=
T−Tref
Tj−Tref . Der Koordinatenursprung beﬁndet sich im Querschnittsmittelpunkt des Rohr-
zufu¨hrungsendes (vgl. auch Bild 5.3). Die Gro¨ßen werden an verschiedenen Positionen
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Bild 5.4: Strahl in Querstro¨mung. Rechengitter
in Stro¨mungsrichtung (x-Koordinate) u¨ber der wandnormalen Richtung (z-Koordinate)
in zwei verschiedenen Ebenen aufgetragen. Zum einen die Symmetrieebene (y/D = 0)
und zum anderen eine Ebene parallel dazu entlang der a¨ußeren Kante der Rohrzufu¨h-
rung (y/D=0,5). Alle Raumkoordinaten sind auf den Durchmesser der Rohrzufu¨hrung
D = 0,05m bezogen.
Bild 5.5 zeigt die Verteilungen der Hauptstromgeschwindigkeit an sechs verschiedenen
Positionen in Stro¨mungsrichtung jeweils in der Symmetrieebene (y/D = 0, im Bild un-
ten) sowie parallel dazu versetzt bei y/D = 0,5 (im Bild oben). Die U¨bereinstimmung
zwischen gerechneten und gemessenen Hauptstromgeschwindigkeiten ist insbesondere in
der Symmetrieebene gut. Die gro¨ßten Unterschiede ergeben sich an der Position x/D=1
stromab der Einblasestelle. Im Gegensatz zu den Messungen sagen alle Turbulenzmodelle
dort im Bereich 0 ≤ z/D ≤ 0,4 ein Gebiet negativer Hauptstromgeschwindigkeit voraus.
Diese Diskrepanz ha¨ngt vermutlich mit der Schwa¨che der verwendeten Messtechnik (Hitz-
drahtanemometrie) zusammen, Stro¨mungsumkehrungen korrekt zu erkennen. Bei den
eingesetzten Wirbelviskosita¨tsmodellen lassen sich untereinander nur geringe Abweichun-
gen feststellen. Generell liegen die berechneten Verteilungen des k-ω Turbulenzmodells
betragsma¨ßig leicht ho¨her als die der anderen Modelle. Daraus la¨sst sich jedoch keine
generell bessere U¨bereinstimmung mit den Messwerten ableiten.
In der Ebene y/D = 0,5 ist ebenfalls eine im allgemeinen gute U¨bereinstimmung von
Messung und Rechnung zu beobachten. Abweichungen sind lediglich an den Positio-
nen x/D = 0 und x/D = 0,25 im Bereich z/D ≤ 0,2 zu beobachten. Dort wird die
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Bild 5.5: Mittlere Geschwindigkeitskomponente u. Symbole: Exp.:• , k-:−−−, k-ω:−− ,
QLM:·····, ASM:--- ---, LRR:-·-·-
Hauptstro¨mung aufgrund der senkrechten Strahleinblasung in Wandna¨he umgelenkt und
beschleunigt. Es bildet sich ein Geschwindigkeitsminimum bei z/D=0,2 heraus. Diesen
Beschleunigungseﬀekt kann keines der verwendeten Turbulenzmodelle erfassen. Weiter
stromab der Einblasung wird das Minimum dann in U¨bereinstimmung mit den Messwer-
ten richtig vorhergesagt. Wiederum sind die mit dem k-ω berechneten Geschwindigkeiten
tendenziell etwas ho¨her als die der anderen Turbulenzmodelle. In diesem Fall ergibt sich
dadurch eine Verbesserung der U¨bereinstimmung mit den experimentellen Daten. Das
aus Vergleichszwecken eingesetzte Reynolds-Spannungsmodell (LRR) liefert keine Verbes-
serungen der Vorhersagegu¨te. Vielmehr wird das Ru¨ckstro¨mgebiet deutlich zu ausgepra¨gt
berechnet.
Bild 5.6 zeigt die Verteilungen der mittleren Geschwindigkeitskomponente w in Richtung
der Strahleinblasung senkrecht zur Bodenplatte des Hauptkanals. Die U¨bereinstimmung
zwischen Messung und Rechnung ist insgesamt recht gut. Im Bereich der Strahleinbla-
sung (die Positionen x/D = −0,25, 0, 0,25) liegen die berechneten Geschwindigkeiten
aller Turbulenzmodelle leicht u¨ber den Messwerten. Bis auf das ASM Modell sagen alle
anderen Modelle die selben Verteilungen voraus. Das ASM u¨berscha¨tzt in diesem Be-
reich das Strahleindringverhalten durchga¨ngig. Bei den anderen Turbulenzmodellen ist
dieses Verhalten auf die unmittelbare Na¨he der Strahleinblasung (z/D ≤ 0,1) beschra¨nkt.
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Die Geschwindigkeitsverteilungen in diesem Bereich zeigen, wie schnell der Strahl von
der Hauptstro¨mung umgelenkt wird. Im vorderen Einblasebereich (x/D=−0,25) ist die
Strahlgeschwindigkeit bereits beim Eintritt in den Hauptkanal fast vollsta¨ndig abgebaut.
Die nominell volle mittlere Austrittsgeschwindigkeit von w/Uref = 0,5 wird lediglich in
unmittelbarer Na¨he der Einblasung (z/D=0) an der Position x/D=0,25 erreicht.
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Bild 5.6: Mittlere Geschwindigkeitskomponente w. Symbole: Exp.:• , k-:−−−, k-ω:−− ,
QLM:·····, ASM:--- ---, LRR:-·-·-
An der Position x/D=1 treten im wandnahen Bereich (z/D ≤ 0,3) Abweichungen zwi-
schen Messung und Rechnungen auf, die mit der Lage und Ausdehnung des berechneten
Ru¨ckstro¨mgebiets in Zusammenhang stehen. Gleiches gilt fu¨r die weiter stromab gelegene
Position x/D=2, wobei die Abweichungen zusehends kleiner werden. Ab x/D=4 treten
keine nennenswerten Unterschiede mehr auf. Zwischen den Turbulenzmodellen existieren
nur geringe Unterschiede. In der Ebene y/D=0,5 verbessert sich der Grad der U¨berein-
stimmung zwischen Messung und Rechnung nochmals leicht. Die in der Symmetrieebene
festgestellte U¨berscha¨tzung der Normalgeschwindigkeit w im Bereich der Strahleinblasung
ﬁndet sich hier nur noch an der Position x/D=0,25 im Bereich z/D ≤ 0,25. Ansonsten ist
der U¨bereinstimmungsgrad hoch, insbesondere wenn man die wandnahen Messwerte an
der Position x/D = 1 vor dem Hintergrund der eingesetzten Messtechnik bewertet. Wie
bereits von den Autoren der Messungen [4] erwa¨hnt, sind die Messungen in Bereichen ho-
her Turbulenzintensita¨ten, wie sie beispielsweise auch in Ru¨ckstro¨mgebieten anzutreﬀen
sind, mit einer ho¨heren Messunsicherheit behaftet.
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Bild 5.7 zeigt die Geschwindigkeitsverteilung der Komponente v quer zur Hauptstro¨mungs-
richtung parallel zur Bodenplatte in der Ebene y/D=0,5. Im Bereich der Strahleinblasung
sieht man die durch die Strahleinblasung bedingte Umlenkung des Hauptstromﬂuids. Sie
hat in unmittelbarer Wandna¨he ihr Maximum und nimmt mit gro¨ßer werdendem Ab-
stand kontinuierlich ab. Sowohl beim Ort als auch bei der Auspra¨gung des Maximums
gibt es zwischen Messung und Rechnungen Abweichungen. Alle Turbulenzmodelle bestim-
men den Ort in einem Abstand von z/D = 0,1 zur Wand, die Messungen geben ihn bei
z/D=0,2 an. Zudem u¨berscha¨tzen die Rechnungen unabha¨ngig vom eingesetzten Turbu-
lenzmodell das Maximum etwas. Die U¨bereinstimmung zwischen Messung und Rechnung
ist mit gro¨ßer werdendem Abstand zur Wand sehr gut. Gleiches gilt fu¨r die stromab der
Einblasung gelegenen Positionen im kompletten Messbereich. Man erkennt an den Ge-
schwindigkeitsverla¨ufen stromab der Einblasung, wie in unmittelbarer Wandna¨he Fluid
zur Symmetrieebene hinstro¨mt und sich mit zunehmender Entfernung die Stro¨mungsrich-
tung umkehrt.
Bild 5.8 zeigt die Verteilung der turbulenten kinetischen Energie in der Symmetrieebene
(y/D = 0, im Bild unten) sowie in der parallel verlaufenden Ebene y/D = 0,5. Im Zu-
stro¨mungsbereich der Symmetrieebene ist die U¨bereinstimmung zwischen Messung und
Rechnungen der Turbulenzmodelle QLM sowie k-ω sehr gut. Ort und Ho¨he des Ma-
ximums von k werden korrekt wiedergegeben. Bei den anderen Modellen ergeben sich
diesbezu¨glich Abweichungen. Das Maximum der turbulenten kinetischen Energie ver-
sta¨rkt sich stromab und entfernt sich zudem kontinuierlich von der Bodenplatte. Von
den betrachteten Modellen ko¨nnen diesen Trend das QLM und das k- Modell am be-
sten wiedergeben. Das k-ω Modell u¨berscha¨tzt und das LRR Modell unterscha¨tzt das
Maximum. Weiter stromab gleichen sich die Verla¨ufe von k einander wieder an. Die
deutliche U¨berscha¨tzung von k durch das k-ω Modell ist insofern bemerkenswert, als bei
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Bild 5.8: Turbulente kinetische Energie k. Symbole: Exp.:• , k-:−−−, k-ω:−− ,
QLM:·····, ASM:--- ---, LRR:-·-·-
allen Wirbelviskosita¨tsmodellen die Produktion turbulenter kinetischer Energie (den man
als dominierenden Mechanismus betrachten kann) in Abha¨ngigkeit der Gradienten der
mittleren Stro¨mungsgeschwindigkeitskomponenten berechnet wird, die bei allen Modellen
in diesem Bereich a¨hnlich sind (vgl. Bilder 5.5- 5.7). Dies legt den Schluss nahe, dass
die Unterschiede auf unterschiedlich groß berechnete Werte der Wirbelviskosita¨t zuru¨ck-
zufu¨hren sind, da ja die Wirbelviskosita¨t neben den Geschwindigkeitsgradienten als einzig
weiterer Parameter in die Berechnung des Produktionsterms mit einﬂießt (s. Gleichung
(2.44)).
In der Ebene y/D = 0,5 (im Bild 5.8 oben) wird im Zustro¨mungsbereich die Verteilung
der turbulenten kinetischen Energie vom QLM und dem k-ω Turbulenzmodell gegenu¨ber
den Messungen leicht u¨berscha¨tzt. Die anderen Turbulenzmodelle liefern eine recht gute
U¨bereinstimmung mit den Messwerten. Im Nachlaufbereich der Zustro¨mung ist die U¨ber-
einstimmung zwischen Messung und Rechnung generell recht gut, sowohl bezu¨glich der
berechneten Verteilungen als auch hinsichtlich der Orte und Auspra¨gung der Turbulenz-
maxima. Einzig das LRR Modell zeigt ein etwas abweichendes Verhalten. Ihm gelingt die
Berechnung der Turbulenzminima am besten, kann dafu¨r aber die Maxima nicht gleicher-
maßen gut berechnen. Mit zunehmender Lauﬂa¨nge gleichen sich die Verteilungen einander
an und erreichen eine gute U¨bereinstimmung mit den Messwerten.
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Bild 5.9 zeigt die Verteilung der mittleren dimensionslosen Temperatur- bzw. Mischungs-
variablen θ in der Ebene y/D=0. Die Verteilung der Variablen θ ist so zu interpretieren,
dass der Wert θ = 0 dem Hauptstromﬂuid und der Wert θ = 1 dem zugefu¨hrten Fluid
entspricht. Generell ist die U¨bereinstimmung zwischen gemessenen und gerechneten Tem-
peraturverteilungen recht gut. Als allgemeiner Trend zeigt sich, dass unabha¨ngig vom
Turbulenzmodell die gemessenen Mischungsvorga¨nge etwas diﬀusiver als die gerechneten
sind. Die gemessenen Unterschiede zwischen beiden Fluiden werden schneller abgebaut.
An der Position x/D=0, die der Mittelachse der Zufu¨hrung entspricht, stro¨mt das Fluid
mit θ = 1 aus und mischt sich mit dem Hauptstromﬂuid. Der gemessene Mischungs-
bereich als U¨bergangsbereich zwischen den beiden ungemischten Zusta¨nden beginnt bei
z/D = 0,2 und endet bei z/D = 0,6. Abgesehen vom ASM Modell, das an dieser Stelle
den experimentellen Verlauf am besten triﬀt, sagen alle anderen Modelle das obere Ende
der Mischzone bei z/D=0,5 voraus. Weiter stromab kehrt sich dieses Bild um. Der mit
dem ASM Modell berechnete Mischungsbereich liegt generell etwas weiter von der Bo-
denplatte entfernt als experimentell gemessen. Die U¨bereinstimmung zwischen Messung
und Rechnung ist fu¨r die anderen Turbulenzmodelle ho¨her. An der Stelle x/D = 0,5 ist
im Bereich z/D ≤ 0,4 eine deutliche Diskrepanz in den Verla¨ufen der gemessenen und
gerechneten Temperaturverteilungen auszumachen. Wa¨hrend alle Turbulenzmodelle eine
konstante dimensionslose Temperatur θ = 1 (entsprechend dem ungemischten Strahlﬂuid)
vorhersagen, fa¨llt der gemessene Wert bis auf θ = 0,6. Der gemessene Verlauf gibt trotz
des stromab gelegenen Ru¨ckstro¨mgebiets Anlass zu Spekulationen, wenn man bedenkt,
dass die Stelle x/D = 0,5 exakt der Hinterkante der Strahleinblasung entspricht und der
eingeblasene Strahl durch die Hauptstro¨mung stromab abgelenkt wird. Der tatsa¨chli-
che Verlauf liegt vermutlich im Bereich zwischen gerechneter und gemessener Verteilung,
zumal sowohl die weiter stromab als auch die stromauf gelegene Position eine deutlich
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verbesserte U¨bereinstimmung in diesem Bereich zeigt. Der weiter entfernte Abschnitt
z/D ≥ 0,4 wird dann insbesondere vom QLM, aber auch vom k- und dem k-ω Modell
sehr gut vorhergesagt. Weiter stromab ist die Gesamtsituation a¨hnlich. Das QLM sowie
das k-ω Turbulenzmodell erzielen insgesamt den ho¨chsten U¨bereinstimmungsgrad mit den
gemessenen Mischungsverteilungen.
5.3 Drallstro¨mung in einer Brennkammergeometrie
Der Berechnung drallbehafteter turbulenter Stro¨mungen kommt bei der Betrachtung der
Geschehnisse im Prima¨rzonenbereich einer Gasturbinenbrennkammer eine zentrale Be-
deutung zu. Die Beaufschlagung der Stro¨mung mit Drall hat sich als eine der wichtig-
sten Maßnahmen zur Brennkammergestaltung herausgestellt und etabliert. Das stark
dreidimensionale Stro¨mungsfeld begu¨nstigt zum einen den Prozess der Brennstoﬀaufbe-
reitung. Die Ausbildung der mit heißen Abgasen gefu¨llten Rezirkulationszone ermo¨glicht
zum anderen eine stabile Verbrennung, da sich in diesem Gebiet mit geringer Stro¨mungs-
geschwindigkeit eine u¨ber der Zu¨ndtemperatur liegende Temperatur einstellt. Wie Kapitel
3.5 gezeigt hat, beeinﬂusst das Auftreten von Drall in turbulenten Stro¨mungen sowohl das
mittlere Stro¨mungsfeld, aber auch die Struktur der turbulenten Gro¨ßen maßgeblich, indem
turbulente Austauschvorga¨nge durch die in Drallstro¨mungen auftretenden Volumenkra¨fte
geda¨mpft oder angefacht werden. Deshalb stellen Drallstro¨mungen und Stro¨mungen mit
Systemrotation besondere Anforderungen an Turbulenzmodelle.
Der nachfolgend betrachtete Testfall eignet sich besonders fu¨r eine detaillierte numerische
Untersuchung, da fu¨r diesen Fall ausfu¨hrliche Messungen der turbulenten Stro¨mungsgro¨-
ßen durchgefu¨hrt worden sind und zudem die Messungen im Hinblick auf spa¨tere numeri-
sche Untersuchungen konzipiert und durchgefu¨hrt wurden (z.B. deﬁnierte Eintrittsrand-
bedingungen).
5.3.1 Versuchsaufbau und Diskretisierung
Bei dem von Holza¨pfel durchgefu¨hrten Untersuchungen [24, 25] wird eine verdrallte Luft-
stro¨mung in einer zylindrischen Modellbrennkammer mit einem Außendurchmesser von
D=0,447m und einer Gesamtla¨nge von L=0,765m untersucht, die in Bild 5.10 skizziert
ist. Der Luftmassenstrom wird mit Hilfe eines sog. movable block Drallerzeugers mit
Drall beaufschlagt und gelangt u¨ber einen kreisringfo¨rmigen Einlass in die Modellbrenn-
kammer. Der Innendurchmesser betra¨gt di=0,052m, der Außendurchmesser da=0,107m.
Wegen der variablen Geometrie des Drallerzeugers konnten zwei verschiedene Drallzahlen
(S0=0,4, S0=0,95) untersucht werden. Als Auslass der Modellbrennkammer wurde eben-
falls ein kreisringfo¨rmiger Querschnitt mit den Durchmessern di=0,11m und da=0,15m
gewa¨hlt, an den ein Rohrstu¨ck mit denselben Abmessungen und einer La¨nge von L=0,6m
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angeschlossen wurde. Durch die Querschnittsverengung am Brennkammeraustritt wird
die Stro¨mung dort beschleunigt und mo¨gliche Ru¨ckstro¨mgebiete vermieden. Die Gestal-
tung von Einlass- und Auslassgeometrie wurde bewusst gewa¨hlt, um spa¨tere numerische
Untersuchungen zu unterstu¨tzen.
L
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r
Bild 5.10: Drallstro¨mung in Brennkammergeometrie. Versuchsaufbau
In der Brennkammer wurden mit Hilfe der Hitzdrahtanemometrie umfangreiche Mes-
sungen durchgefu¨hrt. Dabei wurden neben den mittleren Stro¨mungsgro¨ßen auch alle
Komponenten des turbulenten Reynolds-Spannungstensors bestimmt. Direkt am Brenn-
kammereintritt (x/L=0) wurden ebenfalls Messungen durchgefu¨hrt, damit diese als Ein-
trittsrandbedingung fu¨r numerische Simulationen genutzt werden ko¨nnen. Messungen der
Dissipationsrate  wurden nicht vorgenommen.
Fu¨r die Berechnungen wurde der Bereich der Modellbrennkammer vollsta¨ndig beru¨cksich-
tigt sowie zusa¨tzlich ein Teilstu¨ck des Abstro¨mrohres mit einer La¨nge von l = 0,135m.
Trotz der Rotationssymmetrie wurde der vollsta¨ndige Stro¨mungsquerschnitt diskretisiert.
Wurde lediglich ein Segment des kreisfo¨rmigen Stro¨mungsquerschnitts beru¨cksichtigt, er-
gaben sich bei den Berechnungen mit dem LRR Turbulenzmodell teilweise Konvergenzpro-
bleme16. In der Basisdiskretisierung wurde der Bereich der Brennkammer mit 50×66×104
Elementen in axialer, radialer sowie tangentialer Richtung diskretisiert. Das Teilstu¨ck des
Abstro¨mrohres wurde entsprechend mit 20 × 13 × 104 Elementen beru¨cksichtigt. Damit
ergibt sich eine Gittergro¨ße von etwa 336.440 Elementen.
16Die Konvergenzprobleme ko¨nnten durch die Behandlung der Reynolds-Spannungskomponenten an
periodischen Ra¨ndern hervorgerufen worden sein.
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Bild 5.11: Drallstro¨mung in Brennkammergeometrie. Rechengitter
Die verwendeten Randbedingungen sind inlet, opening und wall. Am Einlass, der sich
in Bild 5.11 oben rechts beﬁndet, wurden die gemessenen Proﬁlrandbedingungen fu¨r die
mittleren Geschwindigkeiten und die turbulenten Gro¨ßen vorgeschrieben. Die Eintritts-
randbedingung fu¨r die Dissipationsrate  ist unbekannt und muss abgescha¨tzt werden. Zur
Bestimmung von  stehen verschiedene Mo¨glichkeiten zur Auswahl. Davon werden drei
benutzt, um den Einﬂuss der Dissipationsrate auf das Berechnungsergebnis abscha¨tzen zu
ko¨nnen.
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Ansatz (5.2) ist der Standardansatz zur Bestimmung von . Er leitet sich aus der Annahme
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der turbulenten Energiekaskade ab. Ansatz (5.3) la¨sst sich mit Hilfe der Annahme des
lokalen Gleichgewichts (Pk = ) ableiten. Ansatz (5.4) ergibt sich mit Hilfe der Deﬁnition
der Wirbelviskosita¨t (µt = Cµ
k2

) und der Boussinesq-Hypothese (ρu′iu
′
j = ρ
2
3
kδij−µt( ∂ui∂xj +
∂uj
∂xi
)) ebenfalls aus der Gleichgewichtshypothese.
Die Haftbedingung an der Wand wurde mit Standard Wandfunktionen bzw. mit der in
CFX-TASCﬂow verfu¨gbaren Option ﬁxed wall distance modelliert. Am Auslass wurde
ein konstanter Druck von p = 0Pa vorgegeben, der Einstrom von Fluid ist zula¨ssig
(= opening). Fu¨r die turbulenten Gro¨ßen des evtl. einstro¨menden Fluids wurde ein
Turbulenzgrad von Tu=0,05 sowie ein Verha¨ltnis turbulenter zur molekularen Viskosita¨t
νt
ν
=10 angesetzt. Dort sind keine Messwerte verfu¨gbar.
5.3.2 Darstellung der Ergebnisse
Nachfolgend werden anhand der Bilder 5.12 bis 5.15 die gemessenen Verteilungen der
Stro¨mungsgro¨ßen der mittleren Axial-, Radial- und Umfangsgeschwindigkeitskomponente
sowie der turbulenten kinetischen Energie vorgestellt und mit den Berechnungsergebnis-
sen verglichen. Die Stro¨mungsgro¨ßen sind jeweils auf eine mittlere Axialgeschwindig-
keitskomponente von Uref = 20,49m/s bezogen. Die radiale Position wurde auf den
Außenradius der Modellbrennkammer R = 0,2235m bezogen. Die Gro¨ßen werden an
insgesamt 8 in Hauptstro¨mungsrichtung beﬁndlichen axialen Positionen vorgestellt, die in
zwei Spalten zu je 4 Diagrammen angeordnet sind. Die erste betrachtete Messposition
liegt x=40mm stromab des Einlasses und beﬁndet sich jeweils links unten in den Bildern
5.12-5.15. Die am weitesten stromab gelegene Messposition beﬁndet sich in einem Ab-
stand von x=680mm vom Einlass (bei einer Gesamtla¨nge der Modellbrennkammer von
L=765mm). Sie ist oben rechts in den Diagrammen der nachfolgenden Bilder zu ﬁnden.
Bild 5.12 zeigt die Verteilung der mittleren Axialgeschwindigkeit u¨ber dem bezogenen
Brennkammerradius an 8 verschiedenen Messebenen der Modellbrennkammer. An der
Position x = 40mm ist bedingt durch den kreisringfo¨rmigen Brennkammereinlass (bei
x = 0mm) an der Stelle r/R = 0,2 ein ausgepra¨gtes Maximum der mittleren Axialge-
schwindigkeit U zu erkennen. Die Geschwindigkeit fa¨llt in beide Richtungen schnell ab
und na¨hert sich sowohl in Richtung Außenwand als auch in Richtung der Mittelachse
dem Wert 0 an. In unmittelbarer Na¨he der Mittelachse la¨sst sich anhand der Messwerte
bereits der Beginn der Rezirkulationszone erkennen. Mit zunehmendem Abstand zum
Brennkammereinlass schwa¨cht sich das Geschwindigkeitsmaximum zusehends ab. Gleich-
zeitig bewegt sich dessen Ort kontinuierlich nach außen. An der Position x = 240mm
ist das Geschwindigkeitsmaximum praktisch vollsta¨ndig abgebaut. An diesen ersten vom
Einlass beeinﬂussten Stro¨mungsbereich schließt sich ein zweiter, vom Brennkammeraus-
lass beeinﬂusster Stro¨mungsbereich an. Es bildet sich an der Mittelachse ein leichtes
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Geschwindigkeitsmaximum aus, das sich aufgrund der Auslassgeometrie allma¨hlich ver-
breitert und seine radiale Position von der Mittelachse weg verlagert.
Die verwendeten Turbulenzmodelle ko¨nnen die gemessenen Axialgeschwindigkeitsvertei-
lungen im Einﬂussbereich des Brennkammereinlasses alle sehr gut nachbilden. Lediglich
beim k- und beim QLM Modell wird der Ru¨ckgang der Axialgeschwindigkeitskomponen-
te im Bereich der Mittelachse etwas unterscha¨tzt. Dieser Trend versta¨rkt sich noch etwas
weiter stromab an der Position x=80mm. Keines der beiden Modelle sagt eine negative
Axialgeschwindigkeitskomponente voraus. Das QLM Modell unterscha¨tzt zudem dort das
an der Position r/R = 0,2 beﬁndliche Geschwindigkeitsmaximum. Weiter stromab bei
x=160mm ergibt sich wiederum ein a¨hnliches Bild. An der Stelle x=240mm endet das
vom Einlassbereich beeinﬂusste Stro¨mungsgebiet. Das urspru¨ngliche Geschwindigkeitsma-
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ximum hat sich fast vollsta¨ndig abgebaut. Dieser Bereich wird wieder von allen Turbu-
lenzmodellen richtig wiedergegeben. Das sich ausbildende Geschwindigkeitsmaximum an
der Mittelachse wird unabha¨ngig vom eingesetzten Turbulenzmodell unterscha¨tzt. Dieser
Trend setzt sich bis kurz vor den Brennkammerauslass fort. An der Position x=680mm
ist der Einﬂuss der ringkreisfo¨rmigen Auslassgeometrie in Form eines etwas ausgepra¨gteren
Geschwindigkeitsmaximums bei r/R=0, 15 zu erkennen. Dies wird wiederum unabha¨ngig
vom Turbulenzmodell in recht guter U¨bereinstimmung mit den Messwerten berechnet.
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Bild 5.13 zeigt die Verteilung der mittleren Radialgeschwindigkeit im Stro¨mungsfeld. Die
Radialgeschwindigkeit ist im ersten Stro¨mungsbereich (x ≤ 250mm) von der Form und
Lage der zentralen Rezirkulationszone gepra¨gt. Durch die Rezirkulationszone wird die
Stro¨mung zuna¨chst von der Symmetrieachse weg radial nach außen umgelenkt und stro¨mt
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gegen Ende der Zone wieder in Richtung der Symmetrieachse. Im Einﬂussbereich der
Auslassgeometrie ist dann an der Mittelachse wieder eine radial nach außen gerichtete
Bewegung zu registrieren, wa¨hrend in einer Art U¨bergangsphase (x=440mm) praktisch
keine radiale Stro¨mungsbewegung gemessen wurde. Im Hinblick auf die gemessenen Ra-
dialgeschwindigkeiten in unmittelbarer Na¨he zur Mittelachse ist zu bemerken, dass die
dort gemessenen Werte gegen die Rotationssymmetrie der Drallstro¨mung sprechen bzw.
fu¨r die Existenz von Messfehlern oder instationa¨ren Eﬀekten der vermessenen Stro¨mung.
Die berechneten Geschwindigkeitsverteilungen stimmen kurz nach dem Eintritt (x =
40mm) gut mit der gemessenen Verteilung u¨berein. Lediglich das k-ω Modell sagt das Mi-
nimum der radialen Geschwindigkeit bei r/R=0,08 in der Form nicht voraus. Die anderen
Modelle unterscha¨tzen das Minimum nur leicht, sagen aber Ort (r/R = 0,25) und Ho¨he
(V/Uref = 0,08) des lokalen Maximums richtig voraus. Bereits an der Stelle x = 80mm
hat sich die Situation gea¨ndert. Das achsnahe Minimum ist stark abgeschwa¨cht und das
lokale Maximum ist auf (V/Uref = 0,2) angewachsen. Dabei erzielt das k-ω Modell die
beste U¨bereinstimmung, wa¨hrend die anderen Modelle die Ho¨he des Maximums leicht
unterscha¨tzen. Im weiteren Verlauf schwa¨cht sich das Maximum der radialen Geschwin-
digkeitskomponente wieder ab und bewegt sich in Richtung Brennkammerwand. An der
Position x = 240mm liegt es bei r/R = 0,7 bei einer Ho¨he von V/Uref = 0,1. Abgese-
hen vom QLM Modell ko¨nnen alle betrachteten Turbulenzmodelle Ort und Auspra¨gung
des Maximums gut wiedergeben. In Richtung der Symmetrieachse nimmt die Radialge-
schwindigkeit zunehmend ab. Sie ist im Bereich r/R = 0 − 0,4 negativ. Dort ergeben
sich Unterschiede im Vergleich zu Messung und Rechnung. Die berechneten radialen Ge-
schwindigkeiten verringern sich ebenfalls und verschwinden in unmittelbarer Achsna¨he,
werden aber nicht negativ. Ein a¨hnliches Bild mit umgekehrtem Vorzeichen ist an der
Position x = 560mm zu beobachten. Dort ergeben sich in Achsna¨he Diﬀerenzen zwi-
schen Messung und Rechnung, weil dort die gemessene Geschwindigkeit im Gegensatz
zu den Rechnungen von Null verschieden ist. Im Unterschied zur Position x = 240mm
ist die gemessene Geschwindigkeit hier positiv. Im Außenbereich stimmen Messung und
Rechnungen gut miteinander u¨berein. In beiden Fa¨llen wird eine verschwindende Radial-
komponente festgestellt.
Bild 5.14 zeigt die Verteilung der mittleren Tangentialgeschwindigkeit in der Modellbrenn-
kammer. An der ersten Messebene in der Modellbrennkammer bei x = 40mm beﬁndet
sich ein ausgepra¨gtes Maximum der bezogenen mittleren Tangentialgeschwindigkeit bei
etwa r/R=0, 19. Der Ort des Maximums entspricht etwa dem mittleren Radius des Ein-
lasses von rm/R = 0,178. Die Tangentialgeschwindigkeit nimmt sowohl zur Mittelachse
als auch zur Außenwand hin ab. Nach Außen hin liegt die bezogene Tangentialgeschwin-
digkeit bei W/Uref =0,2. Auch in unmittelbarer Na¨he zur geometrischen Mittelachse ist
noch eine bezogene Tangentialgeschwindigkeitskomponente von W/Uref = 0,3 messbar.
Bei der na¨chsten Messebene, die sich in einem Abstand von x = 80mm vom Einlass
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QLM:·····, ASM:--- ---, LRR:-·-·-
beﬁndet, ist ein a¨hnliches Bild zu beobachten. Das Geschwindigkeitsmaximum hat sich
leicht nach außen hin verlagert und sich dabei etwas abgeschwa¨cht (von W/Uref = 0,58
auf W/Uref =0,46). Es wird erkennbar, dass der Drehimpuls der Stro¨mung auf dem Weg
zur Außenwand anna¨hernd konstant bleibt (W ·r= const). Im Abstand x=160mm hat
sich das Geschwindigkeitsmaximum bereits auf W/Uref =0,22 reduziert und dabei stark
verbreitert. Der Achsenabstand des Maximums hat sich mit r/R=0, 21 leicht vergro¨ßert.
Mit zunehmendem Abstand von der Mittellinie reduziert sich die Tangentialgeschwindig-
keit leicht. Sie bleibt im Bereich 0,6 < r/R < 1 unvera¨ndert bei W/Uref =0,19 und liegt
nur unwesentlich unter dem Wert an der Stelle x=40mm. Das Geschwindigkeitsproﬁl ist
bezu¨glich des Radius relativ ausgeglichen. An der Messebene x=240mm hat sich das Ge-
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schwindigkeitsmaximum praktisch vollsta¨ndig abgebaut. Der Abstand des Maximums zur
Mittelachse hat sich wieder auf r/R=0,11 verringert. Die weitere Vergleichma¨ßigung des
Geschwindigkeitsproﬁls la¨sst sich auch anhand der axialen Geschwindigkeitskomponente
beobachten (vgl. Bild 5.12). Sie steht in Zusammenhang mit dem Ende der Rezirku-
lationszone im Bereich zwischen x = 160mm und x = 240mm. Das Fluid stro¨mt zur
Mittelachse hin und sorgt fu¨r eine ausgeglichene Geschwindigkeitsverteilung mit einem
leichten Maximum in Achsna¨he.
Anschließend beginnt ein durch a¨hnliche Geschwindigkeitsproﬁle an unterschiedlichen
axialen Positionen gekennzeichnetes Stro¨mungsgebiet. An der Position x = 320mm
hat sich das Geschwindigkeitsmaximum im Vergleich zur stromauf beﬁndlichen Positi-
on x=240mm wieder leicht versta¨rkt. Gleichzeitig hat sich der Abstand des Maximums
von der geometrischen Mittelachse auf r/R = 0,19 vergro¨ßert. Davon ausgehend ver-
ringert sich die Geschwindigkeit mit wachsendem Radius bis zu einem Wert von etwa
W/Uref = 0,19 an der Stelle r/R=0,6. Im Bereich 0,6 < r/R < 1 bleibt dieser Wert prak-
tisch unvera¨ndert. An den weiter stromab gelegenen Messpositionen x=440, 560, 680mm
a¨ndert sich nur noch sehr wenig an den radialen Geschwindigkeitsverteilungen der Tan-
gentialgeschwindigkeit.
Die Selbsta¨hnlichkeit der Geschwindigkeitsverteilungen la¨sst sich mit der Wirkung des
Taylor-Proudman Theorems erkla¨ren (vgl. Kap. 3.4). Danach verschwinden in stark
drallbehafteten, reibungsfreien und stationa¨ren Stro¨mungen die Geschwindigkeitsgradien-
ten in axialer Richtung (der Achse parallel der Rotationsachse). Der Stro¨mungszustand
ist gewissermaßen eingefroren. Die Verteilung der Geschwindigkeit in radialer Richtung
wird dann von der Auslassgeometrie bestimmt. Der Ort des Geschwindigkeitsmaximums
an der Stelle x = 680mm liegt etwa bei r/R = 0,27, der mittlere Auslassradius betra¨gt
r/R=0,29.
Der Verlauf der Tangentialgeschwindigkeit in diesem Bereich la¨sst sich gut mit dem in
Kapitel 3.1 erwa¨hnten Burgers-Oseen Wirbel vergleichen. Die Gleichung (3.4) des Burger-
Oseen Wirbels beschreibt den stetigen U¨bergang vom Starrko¨rperwirbel zum Potential-
wirbel. Das Gebiet des Starrko¨rperwirbels mit seinem linearen Anstieg der Tangenti-
algeschwindigkeit mit zunehmendem Radius ist im Bereich r/R < 0,2 zu beobachten.
Es schließt sich ein U¨bergangsbereich zum Potentialwirbel mit dem Geschwindigkeits-
maximum an. Der Potentialwirbel beginnt in etwa bei r/R = 0,35 und reicht bis zur
Außenwand. Dort ist die Geschwindigkeit dem Radius umgekehrt proportional.
Der Vergleich der berechneten Geschwindigkeitsverteilungen mit den gemessenen Vertei-
lungen zeigt bei der Tangentialgeschwindigkeit einen merklichen Unterschied zwischen den
Wirbelviskosita¨tsmodellen und dem Reynolds-Spannungsmodell. Die U¨bereinstimmung
des Reynolds-Spannungsmodells mit den experimentellen Ergebnissen ist durchweg gut
5.3 Drallstro¨mung in einer Brennkammergeometrie 75
bis zufrieden stellend, wa¨hrend die U¨bereinstimmung der mit den Wirbelviskosita¨tsmodel-
len berechneten Tangentialgeschwindigkeitsverteilungen mit zunehmendem Abstand vom
Brennkammereinlass nachla¨sst. Im Bereich der Rezirkulationszone ist eine noch hinrei-
chend gute U¨bereinstimmung zwischen Rechnung und Messung vorhanden. Insbesondere
das k- und das QLM Modell zeigen eine sehr gute U¨bereinstimmung zu den Messergeb-
nissen. Ab der Position x=160mm ist im achsnahen Bereich eine merkliche Abweichung
feststellbar. Der Außenbereich der Stro¨mung wird noch mit guter U¨bereinstimmung be-
rechnet. Weiter stromab fa¨llt die Tendenz der Wirbelviskosita¨tsmodelle zur Berechnung
eines Starrko¨rperwirbels auf. Die Modelle unterscheiden sich kaum noch voneinander.
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Bild 5.15 zeigt die Verteilung der turbulenten kinetischen Energie in der Brennkammer.
Wie bei den mittleren Stro¨mungsgro¨ßen gesehen ist die Verteilung der turbulenten kineti-
schen Energie stark von der Rezirkulationszone beeinﬂusst. Hinter der Rezirkulationszone
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klingt die turbulente kinetische Energie im gesamten Stro¨mungsquerschnitt relativ schnell
ab. Im Gegensatz zu den mittleren Stro¨mungsgro¨ßen ist bei der turbulenten kinetischen
Energie jedoch kein Einﬂuss der Auslassgeometrie wahrnehmbar.
An der ersten betrachteten Messebene hinter dem Brennkammereinlass bei x = 40mm
ﬁnden sich die ho¨chsten Werte von k. Das Maximum liegt bei r/R = 0,1 mit k/U2ref =
0,14. Daneben beﬁndet sich bei r/R = 0,22 noch ein lokales Maximum der turbulenten
kinetischen Energie mit k/U2ref =0,11. Mit zunehmendem Achsabstand fa¨llt die Verteilung
von k sehr schnell auf anna¨hernd Null ab.
Weiter stromab bei x=80mm hat sich das Maximum auf k/U2ref =0,125 verringert. Es
hat sich mit r/R = 0,12 etwas weiter zur Außenwand verlagert. Das lokale Maximum
hat sich ebenfalls verringert und nach außen hin verlagert. An der Stelle x = 160mm
hat sich das Maximum im Vergleich zum Wert bei x=80mm auf k/U2ref =0,06 halbiert.
Sein Achsabstand betra¨gt r/R=0,28 und hat sich damit mehr als verdoppelt. Das lokale
Maximum ist bei x=160mm nicht mehr erkennbar.
An der Position x=240mm ist die Verteilung der turbulenten kinetischen Energie anna¨-
hernd ausgeglichen. Das Maximum von k hat sich fast vollsta¨ndig abgebaut. Es betra¨gt
k/U2ref = 0,02 und beﬁndet sich an der radialen Position r/R= 0,5. Weiter stromab bei
x = 320mm ist das Maximum vollsta¨ndig verschwunden. Lediglich an der Mittelachse
ist ein leicht erho¨hter Wert von k/U2ref =0,02 zu erkennen. Davon abgesehen ist die tur-
bulente kinetische Energie im gesamten Radiusbereich praktisch abgeklungen. An dieser
Situation a¨ndert sich an den weiter stromab gelegenen Positionen nichts mehr.
Ein Vergleich der Verteilungen der mittleren Geschwindigkeiten u und w mit k an der
Stelle x=40mm zeigt, dass die Orte der gro¨ßten turbulenten kinetischen Energie mit den
ausgepra¨gtesten Gradienten der mittleren Geschwindigkeit zusammenfallen. Der Beitrag
der Geschwindigkeitskomponente v ist weniger deutlich ausgepra¨gt.
Dies la¨sst sich anhand der Transportgleichung der turbulenten kinetischen Energie (2.36)
nachvollziehen. Dominieren wie im vorliegenden Fall in diesem Teil des Stro¨mungsfelds die
Transportmechanismen Konvektion und Produktion gegenu¨ber Prozessen wie Diﬀusion
und Dissipation, ist die turbulente kinetische Energie prima¨r vom mittleren Stro¨mungs-
feld bestimmt. Der Produktionsterm von k ha¨ngt gro¨ßtenteils von den Gradienten der
mittleren Stro¨mungsgeschwindigkeiten ab, der Konvektionsterm beschreibt den Transport
von k durch die mittlere Stro¨mung.
Weiter stromab bei x=80mm ergibt sich ein analoges Bild. Die Verteilung von k kann
anhand der Verteilungen der Geschwindigkeitskomponenten fu¨r u und w nachvollzogen
werden. Dabei ergibt sich auch eine mo¨gliche Erkla¨rung fu¨r das weniger ausgepra¨gte lokale
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Maximum von k. Wa¨hrend die mittleren Geschwindigkeiten von u und w zur Mittelachse
hin jeweils verschwinden (mu¨ssen) und somit fu¨r in etwa gleich bleibende Gradienten
sorgen, u¨berlagern sich die Geschwindigkeitskomponenten nach außen hin so, dass ein
weniger steiler Geschwindigkeitgradient resultiert. Daraus ergibt sich eine weniger stark
ausgepra¨gte Produktion der turbulenten kinetischen Energie. Zudem sorgt die Konvektion
dafu¨r, dass die stromauf gemessene Verteilung von k stromab transportiert wird.
Wie bereits erwa¨hnt ist an der Stelle x=160mm das zweite Maximum von k verschwun-
den. Mit der kleiner werdenden Produktion von k erlangen die verbleibenden Transport-
mechanismen zunehmende Bedeutung. Die Dissipation sorgt fu¨r einen generellen Abbau
von k, die Diﬀusion bewirkt eine Umverteilung hin zur gro¨ßeren Gleichverteilung von k,
indem Gradienten von k abgebaut werden. Als Folge wird das Maximum verbreitert und
gleichzeitig zunehmend abgebaut.
Weiter stromab ist lediglich an der Mittelachse ein gewisser Anstieg der turbulenten kine-
tischen Energie zu verzeichnen. Er resultiert aus dem nicht verschwindenden Gradienten
der Tangentialkomponente w. Ansonsten ﬁndet keine Produktion von k mehr statt. Die
turbulente kinetische Energie klingt weiter ab.
Der Vergleich der berechneten Verteilungen der turbulenten kinetischen Energie mit den
gemessenen Verteilungen zeigt insgesamt eine gute U¨bereinstimmung. An der Stelle
x=40mm sagen alle eingesetzten Turbulenzmodelle die Orte der beiden Maxima richtig
voraus. Bis auf das ASM Modell berechnen auch alle Modelle die Auspra¨gung der Maxi-
ma qualitativ richtig. Das k- sowie das QLM Modell u¨berscha¨tzten das Maximum leicht,
wa¨hrend es die anderen Modelle leicht unterscha¨tzen. Entsprechend wird das lokale Ma-
ximum vom k- Modell ebenfalls leicht u¨berscha¨tzt, da es das Verha¨ltnis von Maximum
zum lokalen Maximum richtig wiedergibt. Das QLM Modell sagt die Ho¨he des lokalen
Maximums richtig voraus. Die anderen Modelle stimmen ebenfalls sehr gut mit dem ge-
messenen lokalen Maximum u¨berein. Sie geben das relative Verha¨ltnis beider Maxima
zueinander anders wieder, da das lokale Maximum im Vergleich zum Maximum etwas zu
hoch berechnet wird. Beim ASM Modell werden umgekehrte Verha¨ltnisse berechnet. Das
lokale Maximum wird u¨berscha¨tzt und damit zum absoluten Maximum. Das k-ω sagt
noch ein ausgepra¨gtes Minimum zwischen beiden Maxima voraus, das so nicht gemessen
wurde.
An der Stelle x=80mm zeigen das RSM und das k- Modell eine sehr gute U¨bereinstimung
mit den Messwerten. Lediglich der Abfall von k vom Maximum zur Mittelachse fa¨llt beim
k-  Modell etwas zu gering aus. Beim QLM Modell ist das lokale Maximum nicht mehr
erkennbar. Insgesamt wird das Niveau der turbulenten kinetischen Energie unterscha¨tzt.
Umgekehrt u¨berscha¨tzt das ASM Modell das Niveau von k. Das lokale Maximum wird
ebenfalls nicht mehr wiedergegeben.
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Bei x = 160mm ist das lokale Maximum auch in den Messungen verschwunden. Hier
zeigen das k-ω sowie das RSM Modell die beste U¨bereinstimmung mit den Messwerten.
Das QLM Modell unterscha¨tzt das Niveau von k weiterhin etwas, das ASM Modell triﬀt
das Niveau hingegen recht gut.
Ab der Position x=240mm ist die Verteilung der turbulenten kinetischen Energie bereits
relativ ausgeglichen. Dies wird von den Turbulenzmodellen qualitativ korrekt wiederge-
geben. Das RSM u¨berscha¨tzt das Niveau von k etwas, das QLM Modell unterscha¨tzt es
dagegen. Das ASM Modell sagt einen leichten Anstieg von k im Bereich der Mittelach-
se voraus, der auch an allen weiter stromab beﬁndlichen Positionen zu ﬁnden ist. Der
Anstieg ist auch messtechnisch feststellbar. Unterschiede gibt es in der Auspra¨gung des
Anstiegs. Das ASM Modell berechnet ein konstantes Niveau von k vor dem Abfall auf
anna¨hernd Null. Die Messergebnisse zeigen dieses Plateau nicht. Das Absinken ﬁndet
sofort statt. Alle anderen Turbulenzmodelle sagen den Anstieg von k in der Na¨he der
Mittelachse nicht voraus.
Insgesamt kann die U¨bereinstimmung zwischen berechneten und gemessenen Verteilun-
gen der Stro¨mungsgro¨ßen als mittelma¨ßig bezeichnet werden. Wa¨hrend bei den Axial-
geschwindigkeitsverteilungen noch von einer insgesamt guten U¨bereinstimmung zwischen
Rechnung und Messung gesprochen werden kann, gilt dieser Befund nicht mehr fu¨r die be-
rechneten Tangentialgeschwindigkeitsverteilungen. Hier zeigt sich deutlich die Tendenz li-
nearer Wirbelviskosita¨tsmodelle, unabha¨ngig vom tatsa¨chlichen Verlauf den Geschwindig-
keitsverlauf eines Starrko¨rperwirbels zu berechnen. Dieser Befund triﬀt auch auf die einge-
setzten nichtlinearen Modelle QLM und ASM zu. Einzig das Reynolds-Spannungsmodell
LRR kann den gemessenen Tangentialgeschwindigkeitsverlauf zumindest qualitativ kor-
rekt wiedergeben. Allerdings ergaben sich mit diesem Modell umgekehrt auch teilweise
gro¨ßere Abweichungen zum gemessenen Axialgeschwindigkeitsverlauf als mit den Wir-
belviskosita¨tsmodellen. Leichte Verbesserungen hinsichtlich des U¨bereinstimmungsgrads
im Vergleich zu den Tangentialgeschwindigkeitsverla¨ufen sind bei der mittleren Radial-
geschwindigkeitskomponente sowie der turbulenten kinetischen Energie zu verzeichnen.
Durch den Einsatz der nichtlinearen Wirbelviskosita¨tsmodelle ergibt sich in diesem Fall
kein genereller Trend zu einer verbesserten Vorhersagegu¨te. Selbst das LRR Modell ist
nicht uneingeschra¨nkt zu empfehlen.
5.4 Strahlreiheneinblasung in verdrallte Querstro¨mung
Das Stro¨mungsfeld in Gasturbinenbrennkammern, das sich bei der Vermischung von Se-
kunda¨rluft mit dem Prima¨rmassenstrom einstellt, ist sehr komplex. Es entsteht durch die
Einblasung von Sekunda¨rluft aus einer Vielzahl von Bohrungen der Flammrohrwand in
den verdrallten Hauptmassenstrom. Mit der Sekunda¨rlufteinblasung soll zum einen u¨ber
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eine rasche und vollsta¨ndige Vergleichma¨ßigung des Gemischs ein mo¨glichst hoher Aus-
brandgrad erreicht und die Bildung von Schadstoﬀen wie Stickoxiden (NOx) vermieden
werden. Zum anderen dient die Einblasung der Ku¨hlung der Flammrohrwand und der Er-
zeugung eines geeigneten Temperaturproﬁls am Brennkammeraustritt, um die thermische
Belastung fu¨r die hinter der Brennkammer angeordnete Turbine zu optimieren.
5.4.1 Versuchsaufbau und Diskretisierung
Der fu¨r die numerischen Berechnungen betrachtete Fall einer Strahlreiheneinblasung in
eine drallbehaftete Hauptstro¨mung wurde von Krautkremer [28] am Brennkammerpru¨f-
stand des Fachgebiets Gasturbinen und Flugantriebe der TU Darmstadt experimentell
untersucht.
Der in Bild 5.16 dargestellte Versuchsaufbau ist ein idealisiertes Modell eines gasturbi-
nentypischen Ringbrennkammersegments. Es besteht aus drei parallelen Kana¨len mit
rechteckigem Stro¨mungsquerschnitt. Die Kana¨le sind u¨bereinander angeordnet und durch
zwei Bleche der Sta¨rke 2mm voneinander getrennt, die die Flammrohrwand einer rea-
len Brennkammer nachbilden. Die in realen Ringbrennkammern vorhandene Kru¨mmung
in Umfangsrichtung wurde zugunsten einer einfacheren Geometrie mit verbessertem op-
tischen Zugang vernachla¨ssigt. Alle Kana¨le haben eine Breite von b = 300mm. Der
mittlere Kanal repra¨sentiert die Flammrohrinnenstro¨mung und hat eine Gesamtho¨he von
h = 100mm. Die verbleibenden zwei Kana¨le haben eine Ho¨he von je hN = 65mm, die
von der Flammrohraußenstro¨mung durchstro¨mt werden. An der Stirnplatte des mittleren
Kanals sind drei Drallerzeuger in einem Abstand von t = 100mm zueinander angeord-
net. Sie erzeugen die verdrallte Innenstro¨mung mit einem mittleren Massenstrom von
m˙H = 0,047 kg/s pro Du¨se. Durch die beiden Nebenkana¨le stro¨mt ein Luftmassenstrom
von insgesamt m˙N =0,094 kg/s. In einem Abstand von f =75mm stromab der Stirnseite
beﬁndet sich eine Reihe von Bohrungen mit einem Durchmesser von d = 10mm in den
Trennblechen zwischen den drei Kana¨len. Grundsa¨tzlich ist eine Variation der Gro¨ße, An-
zahl und Anordnung der Lochgeometrie mo¨glich, da ein Schwerpunkt der experimentellen
Untersuchungen in der Ermittlung des Einﬂusses dieser Gro¨ßen auf das Mischungsver-
halten war. Fu¨r den hier betrachteten Fall hatten die Bohrungen untereinander einen
Abstand von s=25mm. Durch sie stro¨mt die Sekunda¨rluft und vermischt sich mit dem
verdrallten Hauptmassenstrom. Die Messstrecke hat eine Gesamtla¨nge von L=600mm.
Alle drei Massenstro¨me gelangen u¨ber Beruhigungskammern in die Messstrecke.
Zur experimentellen Ermittlung des Mischungsfelds wird unter Ausnutzung der in Ab-
schnitt 2.2.4 beschriebenen Wa¨rme-Stoﬀ Analogie der Hauptmassenstrom thermisch mar-
kiert und das sich durch die Vermischung mit der ka¨lteren Sekunda¨rluft ergebende Tem-
peraturfeld bestimmt. Die Temperatur des Hauptmassenstroms betra¨gt TH =325K, die
Temperatur der Nebenstro¨me liegt bei TN =300K. Als weiteres experimentelles Verfah-
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Bild 5.16: Versuchsaufbau der Brennkammer
ren zur Mischungsbestimmung wurde das Laser-Lichtschnitt Verfahren verwendet. Ein-
zelheiten hierzu sind [28] zu entnehmen. Das Geschwindigkeitsfeld der hier beschriebenen
Konﬁguration wurde mit Hilfe der Laser-Doppler Anemometrie bestimmt. Details zur
Vorgehensweise sind bei [23] zu ﬁnden. Die in einem Abstand a = 6mm stromab der
Stirnseite der Modellbrennkammer gemessene Geschwindigkeitsverteilung kann als Ein-
trittsrandbedingung fu¨r numerische Berechnungen herangezogen werden. Auf eine Ein-
beziehung der Stro¨mung in den Drallerzeugern wurde zum einen wegen der begrenzten
Hardwareressourcen verzichtet. Zum anderen ließen Voruntersuchungen zur Berechnung
der Stro¨mung durch Drallerzeuger nicht auf eine Verbesserung des Gesamtergebnisses
schließen.
Zur Stro¨mungsberechnung wurden sowohl der Haupt- als auch die beiden Nebenkana¨le
diskretisiert. Die Gesamtbreite des diskretisierten Berechnungsgebiets entspricht der geo-
metrischen Erstreckung der Modellbrennkammer. Das Berechnungsgebiet beginnt an der
Stirnseite des Mischkammerpru¨fstands und endet 0,15m stromab. Das 6mm stromab der
Stirnplatte vermessene Geschwindigkeitsproﬁl wird als Eintrittsrand verwendet. Bild 5.17
zeigt einen Ausschnitt des Berechnungsgebiets ohne die daru¨ber und darunter beﬁndlichen
Nebenkana¨le sowie ohne die beiden links und rechts beﬁndlichen zusa¨tzlichen Drallerzeu-
gersegmente. Der Einlassbereich ist in Bild 5.17 blau dargestellt, die Auslassebene rot.
Die Form des Einlassrandes ergibt sich aus der experimentellen Traversierung des Ge-
schwindigkeitsproﬁls sowohl in radialer Richtung im Bereich 0mm ≤ r ≤ 18,5mm sowie
der Strecke 0mm ≤ x ≤ 6mm in axialer Richtung an der Position r=18,5mm, wenn man
den Koordinatenursprung auf den Mittelpunkt der stirnseitigen Wand legt. Eine solche
Traversierung ist notwendig, da der aus dem verwendeten Air-Blast Drallerzeuger kom-
mende Massenstrom dem Kru¨mmungsradius der Drallerzeugerdu¨se folgend entlang der
Stirnwand radial nach außen stro¨mt. Damit ergibt sich der in Bild 5.17 blau dargestellte
scheibenfo¨rmige Einlassrand. Das Gesamtgitter umfasste 1,6 · 106 Gitterpunkte.
5.4 Strahlreiheneinblasung in verdrallte Querstro¨mung 81
Bild 5.17: Diskretisierung des Mittelsegments des Brennkammerhauptkanals
Die verwendeten Randbedingungen sind inlet, opening und wall. An den Einla¨ssen der
Seitenkana¨le wurden konstante Werte fu¨r die mittlere Geschwindigkeit (U =2,3m/s), die
Temperatur (T = 300K) und die turbulenten Gro¨ßen (Tu = 0,05, νt
ν
= 10) vorgeschrie-
ben. Am Einlassrand des Hauptkanals werden Proﬁlrandbedingungen fu¨r das turbulente
Geschwindigkeitsfeld und eine konstante Temperatur T =325K vorgegeben. Am Auslass
wird ein konstanter Druck p=1,0 · 105 Pa angenommen. Falls Fluid an dieser Stelle ein-
stro¨mt, entspricht der Wert dem Totaldruck und es wird ein konstanter Turbulenzgrad
Tu = 0,05 und fu¨r die Dissipation νt
ν
= 10 vorgeschrieben. Alle verbleibenden Fla¨chen
werden als feste Wa¨nde mit Standard Wandfunktionen modelliert.
5.4.2 Darstellung der Ergebnisse
Der Ursprung des Koordinatensystems liegt, wie in Bild 5.18 dargestellt, in der geometri-
schen Mitte der mittleren Drallerzeugerdu¨se am Eintritt in das Mischkammermodul. Die
x-Koordinate beschreibt die Horizontalerstreckung der Mischkammer und damit die Rich-
tung der mittleren Hauptstro¨mung u. Die x-Koordinate wird mit dem Abstand f =75mm
dimensionslos gemacht, der den Abstand zwischen der Stirnseite der Mischkammer und
dem Ort der Sekunda¨rlufteinblasung angibt. Die diskretisierte Mischkammer beginnt bei
x/f = 0 und endet bei x/f = 2. Die y-Koordinate bezeichnet die Breitenerstreckung
der Kammer. Durch die Wahl des Koordinatenursprungs beginnt die Mischkammer bei
ymin =− b2 und endet bei ymax = b2 . Fu¨r die in den nachfolgenden Bildern gezeigten Ge-
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schwindigkeitsverteilungen wurde alternativ die Teilung t zwischen zwei Drallerzeugern
als geometrische Bezugsgro¨ße benutzt (b=3t). Entsprechend bezeichnet dann die La¨nge
y= t
2
die geometrische Mitte zwischen dem mittleren und den a¨ußeren Drallerzeugern. Die
z-Koordinate gibt die Vertikalerstreckung des Mischkammermoduls an. Der Hauptkanal
hat eine Ho¨he von h=100mm. Er beginnt bei zmin=−h2 und endet bei zmax= h2 .
t
x
y
z
b
f
h
Bild 5.18: Koordinatensystem des Mischkammermoduls
Zum besseren Versta¨ndnis der nachfolgend dargestellten Geschwindigkeitsverteilungen ist
in Bild 5.18 beispielhaft der Bereich fu¨r die Ebene x/f = 1 dargestellt, der von den
Bildern 5.20 bis 5.23 abgedeckt wird. Innerhalb einer Ebene sind die Geschwindigkeiten
in Abha¨ngigkeit der y-Koordinate im Bereich y =± t
2
aufgetragen. Durch Variation der
Vertikalkoordinate z/h ergibt sich das in Bild 5.18 angedeutete Ebenensegment.
Zuvor ist in Bild 5.19 die gemessene Totaldruckverteilung der Ebene x/f = 0,16 darge-
stellt (siehe [28]). Es vermittelt einen ersten Gesamteindruck des Stro¨mungsgeschehens
im Prima¨rzonenbereich des Mischkammermoduls. Dargestellt ist die Totaldruckvertei-
lung im Bereich des mittleren Drallerzeugersegments sowie je eine Ha¨lfte der beiden
angrenzenden Drallerzeugersegmente. Die in Bild 5.19 rot eingefa¨rbten Gebiete repra¨-
sentieren Bereiche hohen Totaldrucks, gru¨n und blau dargestellte Gebiete sind Bereiche
niedrigen Totaldrucks. Bereiche niedrigen Totaldrucks kennzeichnen Ru¨ckstro¨mgebiete.
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Bild 5.19: Gemessene Totaldruckverteilung der Ebene x/f =0,16.
Anhand der gemessenen Totaldruckverteilung wird deutlich, dass sich in diesem Bereich
der Mischkammer die Ru¨ckstro¨mgebiete u¨ber große Teile des Stro¨mungsquerschnitts der
Mischkammer erstrecken.
Die Ursache hierfu¨r ist in der durch die Formgebung des Drallerzeugers hervorgerufenen
wandanliegenden Stro¨mung zu suchen. Wegen der abgerundeten Auslassgeometrie stro¨mt
das verdrallte Fluid am Eintritt in das Mischkammermodul zuna¨chst prima¨r radial nach
außen. Es wird dann zum einen durch die Begrenzungswa¨nde des Mischkammermoduls
und im Inneren durch die benachbarten Drallerzeuger in die axiale Hauptstro¨mungsrich-
tung umgelenkt. So ergeben sich zu Beginn zwei relativ schmale Ba¨nder hohen Total-
drucks, die durch die Wirkung der Umfangsgeschwindigkeitskomponente gegenu¨ber den
seitlichen Begrenzungsﬂa¨chen des Mischkammermoduls geneigt sind.
In Bild 5.20 sind die Verteilungen der Horizontalgeschwindigkeit an den beiden Ebenen
x/f =0,25 und x/f =0,5 dargestellt. In der unteren Bildha¨lfte ist die Geschwindigkeits-
verteilung der Ebene x/f =0,25 zu sehen. Im Mittelbereich bei z/h=0− 0,2 ist anhand
der experimentell gemessenen Geschwindigkeitsverteilungen deutlich der mit negativen
Horizontalgeschwindigkeiten gekennzeichnete Bereich der Rezirkulationszone erkennbar.
Wie bereits in Bild 5.19 gesehen, ist der Bereich der positiven Horizontalgeschwindigkeit
auf den schmalen Bereich zwischen zwei nebeneinander liegenden Drallerzeugern (y/t≥0,4
bzw. y/t≤0,4) beschra¨nkt. Die allgemeine Charakteristik der Geschwindigkeitsverteilung
der Ebene x/f =0,25 hat sich im Vergleich zu der in Bild 5.19 gezeigten Charakteristik
der Stro¨mung in der etwas weiter stromauf gelegenen Ebene x/f = 0,16 wenig vera¨n-
dert. Mit gro¨ßer werdenden Werten z/h wird der Einﬂuss der seitlichen Trennbleche
(die sich bei z/h=±0,5 beﬁnden) und der Drallkomponente sichtbar. Sie fu¨hren zu ei-
ner Verschiebung des Geschwindigkeitsminimums zu positiven y/t Werten. Neben den
Messergebnissen sind in Bild 5.20 die mit fu¨nf verschiedenen Turbulenzmodellen erzielten
Ergebnisse dargestellt. Da bei diesem Testfall mit dem Reynolds-Spannungsmodell LRR
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keine konvergenten Lo¨sungen erzielt werden konnten, werden die mit dem SST Modell
(vgl. Kapitel 2.4.4) berechneten Ergebnisse vorgestellt. Im Mittelbereich (z/h=0− 0,2)
der Ebene x/f =0,25 ko¨nnen alle eingesetzten Turbulenzmodelle die gemessene Rezirku-
lationszone korrekt wiedergeben. Leichte Abweichungen sind an den Ra¨ndern im Bereich
der positiven Horizontalgeschwindigkeiten zu verzeichnen. Auch wird die Verlagerung des
Geschwindigkeitsminimums nicht korrekt wiedergegeben.
-0.4
-0.2
0.0
0.2
0.4
-5 0 5
y/
t
-5 0 5 -5 0 5
u/um
-5 0 5 -5 0 5 10 15
x/
f=
0.
25
-0.4
-0.2
0.0
0.2
0.4
y/
t
z/h=0.0 z/h=0.1 z/h=0.2 z/h=0.3
x/
f=
0.
5
z/h=0.4
Bild 5.20: Horizontalgeschwindigkeiten der Ebenen x/f =0,25 und x/f =0,5.
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Die Horizontalgeschwindigkeiten der weiter stromab gelegenen Messebene x/f =0,5 sind
in der oberen Bildha¨lfte von Bild 5.20 dargestellt. Im Vergleich zur ersten Messebene
bei x/f =0,25 hat sich die Charakteristik der gemessenen Geschwindigkeitsverteilungen
leicht gea¨ndert. Der Bereich der zentralen Rezirkulationszone ist nach wie vor in a¨hnlicher
Auspra¨gung und Intensita¨t feststellbar. Der Bereich der positiven Horizontalgeschwindig-
keit besteht in diesem Bereich hingegen nicht mehr. Die drallbedingte Verlagerung des
Geschwindigkeitsminimums bleibt dagegen bestehen. Die Berechnungsergebnisse fu¨r die
Messebene x/f = 0,5 zeigen insgesamt eine weitere Reduzierung der U¨bereinstimmung
mit den Messwerten. Im Mittelbereich der Messebene (z/h ≤ 0,2) liefern das k-ω und
das SST eine qualitiativ und zum Teil auch quantitativ annehmbare U¨bereinstimmung
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mit den gemessenen Horizontalgeschwindigkeiten. Die bereits in der stromauf gelegenen
Ebene x/f = 0,25 kaum zufrieden stellende qualitative U¨bereinstimmung fu¨r den wand-
nahen Bereich ist folgerichtig wiederum nicht gegeben. Die experimentell festgestellte
Verlagerung des Geschwindigkeitsminimums kann durch die Berechnungsergebnisse nicht
besta¨tigt werden.
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Bild 5.21: Horizontalgeschwindigkeiten der Ebenen x/f =0,75 und x/f =1,0.
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Bild 5.21 zeigt die Verteilungen der Horizontalgeschwindigkeit der Ebenen x/f =0,75 und
x/f = 1. Die in der unteren Bildha¨lfte dargestellten Geschwindigkeitsverteilungen der
Ebene x/f = 0,75 schreiben den Trend der beiden stromauf gelegenen Ebenen aus Bild
5.20 fort. Im Mittelbereich ist ein schwach ausgepra¨gtes Ru¨ckstro¨mgebiet messbar. Mit
zunehmender Distanz zur Mitte des Mischkammermoduls bildet sich das asymmetrisch
liegende Geschwindigkeitsminimum aus. Die Lage und die Auspra¨gung des Minimums
bleiben in etwa gleich. Diese Zweiteilung des Stro¨mungsgeschehens wird von keinem der
betrachteten Modelle erfasst. Entweder ist die U¨bereinstimmung der mit einem Tur-
bulenzmodell erzielten Berechnungsergebnisse im Bereich der zentralen Ru¨ckstro¨mzone
oder aber im Bereich der Trennbleche besser, da die Ausbildung und Verlagerung des
Geschwindigkeitsminimums nicht nachvollzogen wird.
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In der oberen Ha¨lfte von Bild 5.21 ist die Geschwindigkeitsverteilung der Messebene
x/f = 1 dargestellt. Wie schon in allen stromauf gelegenen Messebenen gesehen ist im
zentralen Stro¨mungsbereich keine nennenswerte Horizontalgeschwindigkeit messbar. Die
Ausbildung des asymmetrisch angeordneten Geschwindigkeitsminimums unterbleibt aber
diesmal weitgehend. Dies ha¨ngt mit den in dieser Ebene stattﬁndenden Sekunda¨rluft-
einblasung zusammen. Die Sekunda¨rlufteinblasung fu¨hrt zu einem sehr unregelma¨ßigen
Geschwindigkeitsverlauf. Ein Vergleich der Berechnungsergebnisse mit den experimen-
tellen Ergebnissen zeigt die unterschiedliche Tiefenwirkung der Sekunda¨rlufteinblasung.
Wa¨hrend bei allen Berechnungsergebnissen die Wirkung der Sekunda¨rlufteinblasung be-
reits an der Position z/h=0,3 feststellbar ist, ergibt sich ein experimentell wahrnehmbarer
Einﬂuss erst entlang der Traverse z/h=0,4
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Bild 5.22: Mittlere Vertikalgeschwindigkeit der Ebenen x/f =0,25 und x/f =0,5.
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Bild 5.22 zeigt die Verteilungen der Vertikalgeschwindigkeit der Ebenen x/f = 0,25 und
x/f = 0,5. Die zugeho¨rigen Horizontalgeschwindigkeiten der beiden Messebenen sind
in Bild 5.20 dargestellt. Anhand des Geschwindigkeitsverlaufs entlang der Mittelebene
z/h = 0 ist die Drehrichtung der Drallstro¨mung gut erkennbar. Im Bereich positiver
y/t-Werte stro¨mt Fluid in positiver z-Richtung, wa¨hrend im Bereich negativer y/t-Werte
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die Stro¨mung nach unten gerichtet ist. An dieser generellen Charakteristik a¨ndert sich
innerhalb der Ebene wenig. Die Umfangsgeschwindigkeitskomponenten an den beiden
Ra¨ndern bleiben erhalten. Mit zunehmenden z/h-Werten ist ein Abbau der gemessenen
Umfangsgeschwindigkeiten im Mittelbereich zwischen den beiden Ra¨ndern feststellbar.
Entlang der wandna¨chsten Traverse bei z/h=0,4 konnten aufgrund der dort vorliegenden
niedrigen Datenraten keine brauchbaren Messungen durchgefu¨hrt werden [22].
Die berechneten Vertikalgeschwindigkeitsverteilungen der Ebene x/f = 0,25 ko¨nnen die
experimentell bestimmten Verteilungen nur unzureichend besta¨tigen. Insbesondere bei
niedrigen z/h-Werten unterscha¨tzen die berechneten Geschwindigkeitsverla¨ufe die gemes-
senen Umfangsgeschwindigkeiten. Die Interaktion der benachbarten Drallerzeuger wird
bei den Berechnungen u¨berscha¨tzt, da sich die Umfangsgeschwindigkeiten zweier benach-
barter gleichsinnig drehender Drallstro¨mungen drallmindernd auswirken. Die experimen-
tell festgestellte drallmindernde Wirkung fa¨llt wesentlich geringer aus. Mit zunehmendem
Abstand von der geometrischen Mitte lassen sich auch bei den numerischen Berechnungs-
ergebnissen nennenswerte Vertikalgeschwindigkeiten konstatieren, wenngleich die Lagen
der berechneten und gemessenen Vertikalgeschwindigkeiten zum Teil sehr deutlich von-
einander abweichen. Die relativ besten U¨bereinstimmungen liefern das k- und das QLM
Modell. Die teilweise starken Abweichungen der anderen Turbulenzmodelle sind auf eine
vo¨llig andere Berechnung der Lage und Ausdehnung des Drallzentrums zuru¨ckzufu¨hren.
Die Vertikalgeschwindigkeiten der weiter stromab gelegenen Messebene x/f =0,5 sind in
der oberen Ha¨lfte von Bild 5.22 dargestellt. Im Vergleich zur stromauf gelegenen Ebene
x/f = 0,25 haben sich die aufwa¨rts und die abwa¨rts gerichteten Stro¨mungsbewegungen
an den Randbereichen des betrachteten Segments bereits stark vermindert. Lediglich im
wandfernen Bereich bei y/t ≈ −0,35 ist aufgrund des dort beﬁndlichen Minimums der
Vertikalgeschwindigkeit eine moderate Abwa¨rtsbewegung erkennbar.
Die zugeho¨rige aufwa¨rts gerichtete Stro¨mungskomponente ist dagegen nicht mehr iden-
tiﬁzierbar. An den wandna¨heren Messtraversen ab z/h= 0,3 ist auch das Geschwindig-
keitsminimum verschwunden. Stattdessen wurden zwei symmetrisch zur Mitte (y/t=0)
angeordnete lokale Geschwindigkeitsmaxima gemessen. Dies ist insofern bemerkenswert,
da sich demnach lokal aus einem zwei Wirbel gebildet haben mu¨ssten. Dies la¨sst sich
anhand der Berechnungsergebnisse nicht veriﬁzieren.
Bild 5.23 zeigt die Geschwindigkeitsverteilungen der Vertikalgeschwindigkeit in den beiden
Messebenen x/f =0, 75 und x/f =1. In der unteren Ha¨lfte des Bildes sind die Geschwin-
digkeitsverteilungen der Ebene x/f =0,75 aufgetragen. Zur vollsta¨ndigen Darstellung der
Ergebnisse der Ebene x/f = 1 wurde in Bild 5.23 der Maßstab der aufgetragenen Ge-
schwindigkeitswerte der x-Achse im Vergleich zu den in Bild 5.22 gezeigten Verteilungen
angepasst. Ein Vergleich der Ebene x/f =0,75 mit den Ergebnissen der stromauf gelege-
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Bild 5.23: Mittlere Vertikalgeschwindigkeit der Ebenen x/f =0,75 und x/f =1,0.
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nen Messebene x/f =0,5 verdeutlicht dennoch, dass sich der Trend zur Vergleichma¨ßigung
der Vertikalgeschwindigkeit weiter fortgesetzt hat. In der gesamten Messebene sind keine
nennenswerten Vertikalgeschwindigkeitskomponenten mehr zu verzeichnen. Dies wird im
wesentlichen von allen berechneten Geschwindigkeitsverteilungen dieser Ebene besta¨tigt,
obwohl im Detail Unterschiede zwischen Rechnungen und Messung auftreten.
Die obere Ha¨lfte von Bild 5.23 zeigt die Verteilung der Vertikalgeschwindigkeiten der
Ebene x/f = 1. Im Vergleich zur Ebene x/f = 0,75 ergibt sich in der Einblasebene
eine vera¨nderte Stro¨mungscharakteristik. Im Gegensatz zu den stromauf gelegenen Mess-
ebenen sind hier bereits im mittleren Zentralbereich merkliche Vertikalgeschwindigkeiten
gemessen worden. Aus der Verteilung der Geschwindigkeitskomponente kann auf einen
zentralen Wirbel geschlossen werden, der im Vergleich zu den stromauf gelegenen Mess-
ebenen (wie beispielsweise Ebene x/h=0,25 in Bild 5.22 unten) etwas kompakter ausfa¨llt.
Die experimentell bestimmten Vertikalgeschwindigkeiten bauen sich mit kleiner werden-
dem Abstand zu den Sekunda¨rluftbohrungen ab. Entlang der wandna¨chsten Traverse bei
z/h=0,4 ist wiederum keine Messung mo¨glich gewesen.
5.4 Strahlreiheneinblasung in verdrallte Querstro¨mung 89
Die mit den verschiedenen Turbulenzmodellen berechneten Geschwindigkeitsverteilungen
stehen in ausgepra¨gtem Kontrast zu den Messergebnissen. Von allen Turbulenzmodellen
wird das Strahleindringverhalten des aus den Sekunda¨rluftbohrungen in die Mischkammer
stro¨menden Fluids deutlich u¨berscha¨tzt. Die Variation der Strahleindringtiefen entlang
der Messtraversen ha¨ngt deutlich vom verwendeten Turbulenzmodell ab. Die lokal unter-
schiedlichen Eindringtiefen sind Folge des (berechneten) lokalen Totaldruckverha¨ltnisses
und konnten im Rahmen der experimentellen Mischungsuntersuchungen auch nachgewie-
sen werden [28]. Obwohl diese Diskrepanzen zwischen gemessenen Mischungs- und Ge-
schwindigkeitsverteilungen Fragen bezu¨glich der Qualita¨t der Geschwindigkeitsmessungen
in diesem Bereich aufwerfen (da gerade bei den Vertikalgeschwindigkeitsmessungen die fu¨r
valide Messungen notwendigen Datenraten oft nicht gegeben waren, bleiben die Unter-
schiede zwischen Geschwindigkeitsmessungen und Rechnungen insgesamt betra¨chtlich.
Bild 5.24 zeigt Mischungsverteilungen an vier Messebenen im Prima¨rzonenbereich des
Mischkammermoduls: x/f = 0,3, = 0,5, = 0,8, = 1,0. Als Mischungsvariable dient die
in Gleichung (D.1) deﬁnierte bezogene Temperatur θ. Jedes einzelne Ebenenbild zeigt
den vollsta¨ndigen Stro¨mungsquerschnitt des mittleren Segments des Mischkammermo-
duls. Das von den Einzelbildern abgedeckte Gebiet liegt demnach im Koordinatenbereich
−0,5 ≤ y/t ≤ 0,5 sowie −0,5 ≤ z/t ≤ 0,5. Im Gegensatz zu der in Bild 5.19 gezeigten
Totaldruckverteilung wurde in Bild 5.24 auf die Darstellung der beiden links und rechts
angrenzenden Sto¨mungsquerschnittsegmente verzichtet. Die Farbkodierung der Einzelbil-
der ist so gewa¨hlt, dass die Farbe Rot Hauptstromﬂuid mit der Temperatur θ = 1 und
die Farbe Blau Nebenstromﬂuid der Temperatur θ=0 entspricht. Alle weiteren Farben,
wie z.B Gru¨n mit der bezogenen Temperatur θ = 0,5, repra¨sentieren Mischungszusta¨n-
de zwischen Haupt- und Nebenstromﬂuid. Eine Temperaturverteilungsskala ist in Reihe
(2), Ebene x/f =0,3 aufgefu¨hrt. In Reihe (1) sind die experimentell erzielten Ergebnisse
an den vier verschiedenen Messebenen dargestellt. Die Sekunda¨rluft tritt in der Ebene
x/f =1 durch zwei gegenu¨ber liegende, nicht versetzte Strahlreihen mit jeweils 5 Bohrun-
gen in den betrachteten Stro¨mungsquerschnitt ein. Wegen der Modellgeometrie werden
die erste und fu¨nfte Bohrung jeweils nur bis zu ihrem Bohrungsmittelpunkt beru¨cksich-
tigt. Die Strahleindringtiefe variiert entlang des Stro¨mungsquerschnitts entlang beider
Strahlreihen als Folge des sich durch die Verdrallung der Hauptstro¨mung einstellenden
Druck- und Geschwindigkeitsfelds. Die Einzelstrahlen sind zudem aufgrund der verdrall-
ten Hauptstro¨mung entsprechend der Orientierung Umfangsgeschwindigkeitskomponente
leicht geneigt. Das lokale Geschwindigkeits- und Druckfeld der Hauptstro¨mung begu¨nstigt
oder behindert das Eindringverhalten der Sekunda¨rluftstrahlen. Das Eindringverhalten
der Strahlen wird begu¨nstigt, wenn Drallgeschwindigkeitskomponente und Sekunda¨rluft-
komponente anna¨hernd die gleiche Richtung aufweisen. Im umgekehrten Fall wird die
Strahleinblasung behindert. Erreicht die eingeblasene Sekunda¨rluft den Ru¨ckstro¨mbereich
der Hauptstro¨mung, wird die Sekunda¨rluft im Ru¨ckstro¨mbereich stromauf in Richtung
Drallerzeugerdu¨se transportiert. In der ersten stromauf gelegenen Messebene x/f = 0,8
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ist anhand der Temperaturverteilung der Einﬂuss der beiden sta¨rksten Sekunda¨rluftein-
blasungen sichtbar. Mit weiter zunehmendem Abstand von der Einblasebene verschwindet
dieser Einﬂuss.
In den Reihen (2) bis (6) sind den experimentellen Ergebnissen der Reihe (1) die Be-
rechnungsergebnisse der verschiedenen Turbulenzmodelle gegenu¨bergestellt. Bei allen be-
trachteten Turbulenzmodellen ist die charakteristische Variation der Eindringtiefe der
Einzelstrahlen erkennbar. Allgemein wird die Strahleindringtiefe von allen Modellen
u¨berscha¨tzt, wenngleich die Unterschiede nicht so eklatant sind wie die Vertikalgeschwin-
digkeitsverteilungen vermuten ließen. Das berechnete Strahleindringverhalten wird im
wesentlichen von der Form, Lage und Ausdehnung der berechneten Rezirkulationszone
bestimmt. Die Auswirkungen der unterschiedlich berechneten Rezirkulationszonen sind
in der Ebene x/f =0,8 gut erkennbar, da Sekunda¨rstromﬂuid teilweise in das Ru¨ckstrom-
gebiet gelangt und stromauf transportiert wird. Bedingt durch die U¨berscha¨tzung der
Strahleindringtiefen gelangt bei den numerischen Berechnungen mehr Sekunda¨rstromﬂuid
in das Ru¨ckstro¨mgebiet. Die berechneten Mischungsverteilungen sind deutlich inhomo-
gener als die gemessenen Mischungsverteilungen, bei denen sich die Mischungsvariable
an den stromauf der Einblasebene gelegenen Ebenen in einem Bereich von θ = 0,7−0,9
bewegt. Demgegenu¨ber liegt die Bandbreite der gerechneten Mischungsverteilungen bei
etwa θ = 0,3−0,9. Die zweite Quelle fu¨r Unterschiede zwischen Messung und Rechnun-
gen neben der Strahleindringtiefe ist die bereits mehrfach erwa¨hnte Rezirkulationszone.
Die bei den Mischungsuntersuchungen festgestellte Rezirkulationszone ist symmetrisch zu
den Mittelpunkten der Ebenen angeordnet und unterscheidet sich damit qualitativ so-
wohl von den Ergebnissen der Geschwindigkeitsmessungen als auch von den Ergebnissen
der Berechnungen. Bei den in den Reihen (2) bis (6) dargestellten Ergebnissen weisen
die Rezirkulationszonen in Abha¨ngigkeit des verwendeten Turbulenzmodells stets eine
asymmetrische Lage auf, die sich teilweise (in den Reihen (2), (4) und (5)) mit den expe-
rimentellen Befunden der Geschwindigkeitsmessungen decken beziehungsweise qualitativ
u¨bereinstimmen.
Angesichts der auch zwischen den beiden experimentellen Methoden auftretenden Diskre-
panzen ist eine Gesamtbewertung schwierig. Dennoch kann insgesamt gesehen bei der
Berechnung der Strahlreiheneinblasung in eine verdrallte Querstro¨mung mit keinem der
eingesetzten Modelle eine zufrieden stellende U¨bereinstimmung mit den experimentellen
Ergebnissen erzielt werden. Wa¨hrend mit dem Reynolds-Spannungsmodell aufgrund man-
gelnder Robustheit keine verwertbaren Berechnungsergebnisse zustande kamen, mangelte
es den eingesetzten algebraischen Modellen insgesamt an Genauigkeit. Gru¨nde hierfu¨r
sind zum einen, dass numerische Simulationen immer stark von der Gu¨te der bereit-
gestellten Randbedingungen abha¨ngen. Diesem Umstand wird bei der Konzeption von
Experimenten und der Durchfu¨hrung der Messungen noch nicht konsequent Rechnung
getragen.
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(1)
x/f=0.3 x/f=0.5 x/f=0.8 x/f=1.0
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
Bild 5.24: Mischungsverteilungen. (1):Exp., (2):k-, (3):k-ω, (4):QLM, (5):ASM,
(6):SST
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Zum anderen ist zu bedenken, dass die Berechnung turbulenter Stro¨mungen unter starkem
Kru¨mmungseinﬂuss selbst nichtlineare Wirbelviskosita¨tsmodelle zweiter Ordnung konzep-
tionell u¨berfordern. Auch explizite algebraische Reynolds-Spannungsmodelle u¨berwinden
diese Beschra¨nkung nicht, da sie unter vereinfachenden Annahmen (Gleichgewichtshy-
pothese) aus den diﬀerentiellen Turbulenzmodellen abgeleitet werden (mu¨ssen), die bei
turbulenten Stro¨mungen mit starker Stromlinienkru¨mmung nicht erfu¨llt sind.
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6 Berechnung der Brennkammerstro¨mung mit einem
Hybridverfahren
Die in Kapitel 5.4 festgestellten Abweichungen zwischen den Berechnungsergebnissen und
Messungen des Brennkammerstro¨mungsfelds sind Anlass fu¨r weitergehende Untersuchun-
gen u¨ber mo¨gliche Gru¨nde, die u¨ber die bereits konstatierten Beschra¨nkungen der ein-
gesetzten Turbulenzmodelle hinausgehen. Neben den Einschra¨nkungen der numerischen
Methode kann prinzipiell sowohl die Charakteristik der turbulenten Stro¨mung, also das
Messobjekt selbst, aber auch das experimentelle Messverfahren einen Beitrag zu den ge-
fundenen Abweichungen geliefert haben. Diese Annahme wurde im Rahmen der expe-
rimentellen Untersuchungen besta¨tigt, in denen instationa¨re Eﬀekte beobachtet wurden
[28].
Deshalb wurde zur Berechnung der turbulenten Brennkammerstro¨mung statt des statio-
na¨ren RANS Verfahrens ein alternatives Verfahren zur Modellierung turbulenter Stro¨mun-
gen verwendet. Die wichtigsten Auswahlkriterien sind die Beru¨cksichtigung des instatio-
na¨ren Charakters der turbulenten Stro¨mung sowie die Einhaltung des fu¨r ingenieurma¨ßige
Anwendungen akzeptablen numerischen Aufwands.
Das fu¨r diesen Zweck naheliegendste Berechnungsverfahren ist die in Abschnitt 2.3.2 be-
schriebene Grobstruktursimulation. Der Einsatz der Grobstruktursimulation ist aber mit
einem deutlich erho¨hten numerischen Rechenaufwand verbunden, der im Vergleich zur sta-
tistischen Turbulenzmodellierung generell mindestens um den Faktor 100 ho¨her liegt. Eine
weitere Schwierigkeit ist die mit dem Einsatz der Grobstruktursimulation oft einhergehen-
de Notwendigkeit zur Bestimmung instationa¨rer Eintrittsrandbedingungen. Schließlich
bedarf die Behandlung wandnaher turbulenter Stro¨mungen durch die Grobstruktursimu-
lation weiterer konzeptioneller Untersuchungen.
Diese U¨berlegungen fu¨hrten zur Entwicklung so genannter Hybridverfahren durch Spalart
et al. [50]. Sie verknu¨pfen das RANS Verfahren mit der Grobstruktursimulation (LES).
In wandnahen Bereichen wird das RANS Verfahren verwendet wa¨hrend in wandfernen
Bereichen das LES Verfahren zum Einsatz kommt, um so die Vorteile beider Verfahren
optimal nutzen zu ko¨nnen.
Alternativ zum Hybridansatz sind auch instationa¨re Techniken denkbar, die auf dem
RANS Verfahren basieren (URANS). Die Anwendung solcher Techniken impliziert je-
doch eine klare Trennung der Zeitskalen der turbulenten Schwankungsbewegungen von
den Zeitskalen der instationa¨ren Stro¨mung. Kommt es in weiten Bereichen des Zeitska-
lenspektrums zu U¨berlappungen der Zeitskalen, ist eine Anwendung von URANS nicht
empfehlenswert. Eine solche U¨berlappung kann beispielsweise bei stark verdrallten Brenn-
kammerstro¨mungen mit sehr hohen Turbulenzgraden auftreten [19].
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Deshalb wurde ein Hybridverfahren fu¨r die Berechnung der turbulenten Brennkammer-
stro¨mung genutzt. Details des im Programmpaket CFX implementierten Hybridverfah-
rens werden im nachfolgenden Abschnitt 6.1 beschrieben. Exemplarische Ergebnisse der
mit dieser Modellierungstechnik berechneten turbulenten Brennkammerstro¨mung sind in
Abschnitt 6.2 dargestellt.
6.1 Hybridverfahren
Hybridverfahren kombinieren die statistische Turbulenzmodellierung (RANS) mit der
Grobstruktursimulation (LES). Sie sollen die Vorteile des RANS Verfahrens bei der Be-
rechnung turbulenter Grenzschichtstro¨mungen mit den Vorteilen des LES Verfahrens bei
der Berechnung turbulenter Stro¨mungen mit starken Ablo¨sungen, freien Scherstro¨mun-
gen oder Nachlaufstro¨mungen verbinden. Letztere sind vom Auftreten großskaliger tur-
bulenter Wirbel gepra¨gt. Bei wandnahen grenzschichtartigen turbulenten Stro¨mungen
dominieren dagegen kleinskalige turbulente Wirbelstrukturen. Das Konzept von Hybrid-
verfahren basiert deshalb auf der Verwendung des turbulenten La¨ngenmaßstabs lt als
internen Schalter zwischen RANS und LES Verfahren. Das unter dem Namen
”
Detached
Eddy Simulation“ (kurz: DES) bekannte Hybridverfahren wurde von Spalart et al. [50]
vorgeschlagen.
DES ist an kein bestimmtes Turbulenzmodell gebunden. Der urspru¨ngliche Ansatz basiert
auf der Verwendung des Eingleichungsmodells von Spalart und Allmaras [49]. In einer
anderen Implementierung von Strelets [54] wird das in Abschnitt 2.4.4 beschriebene SST
Turbulenzmodell von Menter [36] verwendet. Gegenu¨ber der RANS Formulierung des
Modells (vgl. Gleichungen (2.49)-(2.50) sowie (2.55)-(2.57)) wird fu¨r die DES Methode
der Dissipationsterm in der Transportgleichung fu¨r die turbulente kinetische Energie in
Abha¨ngigkeit des turbulenten La¨ngenmaßstabs lt formuliert.
∂(ρk)
∂t
+
∂(ρujk)
∂xj
= Pk +
∂
∂xj
[
(µ +
µt
σk3
)
∂ω
∂xj
]
− ρβ∗kωFDES (6.1)
Die in der Transportgleichung (6.1) auftretende Funktion FDES erho¨ht die Dissipation
von k, wenn das RANS (bzw. SST) basierte turbulente La¨ngenmaß lt,SST gro¨ßer als das
LES (bzw. DES) basierte turbulente La¨ngenmaß ist.
FDES = max(
lt,SST
lt,DES
, 1) mit lt,SST =
√
k
β∗ω
und lt,DES = CDES∆ (6.2)
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Die Bestimmung des turbulenten La¨ngenmaßstabs lt,DES in Gleichung (6.2) geschieht
analog der im Smagorinsky Modell verwendeten Deﬁnition in Abha¨ngigkeit einer Modell-
konstanten CDES = 0, 78 sowie der lokalen Gittergro¨ße ∆ = max(∆x,∆y,∆z). Die bei
LES Methoden oft anzutreﬀende Modellierung des turbulenten La¨ngenmaßstabs in Ab-
ha¨ngigkeit der lokalen Gittergro¨ße kann dazu fu¨hren, dass bei hinreichend feinen Gittern
in Wandna¨he ungewollt in den LES Modus umgeschaltet wird. Dies kann zur Berechnung
vorzeitiger (gitterbedingter) Stro¨mungsablo¨sungen fu¨hren [37]. Zur Vermeidung eines sol-
chen Verhaltens kann der Grenzschichtbereich besonders geschu¨tzt werden, indem die
Schalterfunktion FDES aus Gleichung (6.2) um die im Rahmen der BSL und SST Tur-
bulenzmodelle eingefu¨hrten Funktionen F1 oder F2 (vgl. Gleichungen (2.51) und (2.56))
erweitert werden.
FDES = max(
lt,SST
lt,DES
(1− FSST ), 1) mit FSST = 0, F1, F2 (6.3)
Die Funktionen F1 und F2 sind gut fu¨r den gewu¨nschten Schutz des RANS Modus ge-
eignet, da ihre urspru¨ngliche Funktion in der U¨berleitung von der k-ω Formulierung in
Wandna¨he zur k- Formulierung abseits fester Wa¨nde besteht. Ohne die optionale zu-
sa¨tzliche Funktion FSST (FSST = 0 in Gleichung (6.3) ergibt sich wieder die urspru¨ngliche
Formulierung aus Gleichung (6.2).
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Das im vorigen Abschnitt beschriebene Hybridmodell wurde zur Berechnung der Brenn-
kammerstro¨mung benutzt, um den mo¨glichen instationa¨ren Charakter der turbulenten
Brennkammerstro¨mung genauer zu untersuchen. Die vorgestellten Ergebnisse sind daher
qualitativ bzw. illustrativ zu verstehen.
Als Startlo¨sung fu¨r den instationa¨ren Berechnungsteil mit Hilfe der DES Methode diente
eine konvergente stationa¨re Lo¨sung, bei der die RANS Methode mit dem in Kapitel 2.4.4
beschriebenen SST Modell verwendet wurde. Bei instationa¨ren Rechnungen muss außer
der Zeitschrittweite noch die Anzahl der inneren Iterationen pro Zeitschritt vorgegeben
werden. Die Vorgaben haben einen großen Einﬂuss auf den Gesamtrechenzeitbedarf und
auf das Konvergenzverhalten der Rechnung. Im vorliegenden Fall wurde eine Zeitschritt-
weite von t=0, 016 s vorgegeben. Pro Zeitschritt wurden wiederum drei innere Iterationen
durchgefu¨hrt. Genau genommen muss jeder Zeitschritt im Rahmen der inneren Iteratio-
nen einzeln auskonvergiert sein. Da dies zu immensen Rechenzeiten fu¨hrt, wird in der
Praxis die Zahl der inneren Iterationen oft auf 3-5 beschra¨nkt und die Zeitschrittweite
dafu¨r so klein gewa¨hlt, dass die globalen Stro¨mungsgro¨ßen nicht stark beeintra¨chtigt sind.
96 6 Berechnung der Brennkammerstro¨mung mit einem Hybridverfahren
Ein solcher Kompromiss bietet die Mo¨glichkeit, mit noch akzeptablen Rechenzeiten den
transienten Charakter der Stro¨mung zu visualisieren. Um die Gesamtrechenzeit weiter
zu verringern, wurde die Rechnung parallelisiert. Dafu¨r standen drei Linux basierte PC-
Workstations mit einem Hauptspeicher von je 1 GB sowie je einer CPU mit 1,3 GHz
Taktgeschwindigkeit zur Verfu¨gung. Somit konnte das Rechengitter intern in drei Teile
aufgespalten und die Rechnungen auf drei Workstations gleichzeitig durchgefu¨hrt werden.
Zur Erzielung der vorliegenden Lo¨sung waren 7,3 Wochentage notwendig.
Bild 6.1 zeigt die Verteilung der Funktion FDES aus Gleichung (6.2) im Berechnungsgebiet,
u¨ber die der verwendete Ansatz zur turbulenten Stro¨mungsberechnung gesteuert wird.
Rot eingefa¨rbt sind diejenigen Gebiete, in denen der RANS Ansatz zum Tragen kommt. In
den blau dargestellten Bereichen wurde der LES Ansatz verfolgt. Die in Bild 6.1 gezeigten
Verteilung zeigt, dass in wandnahen Bereichen, die durch kleine turbulente La¨ngenmaße
gepra¨gt sind, der RANS Ansatz verwendet wird, wa¨hrend in den wandfernen Bereichen
des Hauptkanals aufgrund der dort vorherrschenden gro¨beren turbulenten Strukturen, die
durch die Verdrallung und die Interaktion der Sekunda¨rlufteinblasung hervorgerufenen
werden, der LES Ansatz verwendet wurde.
Bild 6.1: Verteilung der Mischungsfunktion FDES im Berechnungsgebiet
Bild 6.2 zeigt die mit dem Hybridansatz berechneten Geschwindigkeitsverteilungen. Dar-
gestellt sind Konturen der mittleren Geschwindigkeiten entlang der Mittelebene des Haupt-
kanals an vier beispielhaft ausgewa¨hlten Zeitpunkten. Anhand der vier Verteilungen wird
deutlich, wie das Strahleindringverhalten im Verlauf der Zeit variiert. Die Momentauf-
nahmen zeigen, dass es sich bei der Strahleinblasung um ein hoch dynamischen Vorgang
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handelt, bei dem abwechselnd die oberen und unteren Sekunda¨rlufteinblasungen u¨ber die
geometrische Mitte des Hauptstro¨mungskanals hinaus in die jeweils gegenu¨ber liegende
Kanalseite eindringen. Weiterhin werden die Strahlen durch die Interaktion mit dem
verdrallten Hauptstro¨mungsfeld abwechselnd in Stro¨mungsrichtung und gegen die Stro¨-
mungsrichtung in Richtung des stromauf beﬁndlichen Prima¨rzonenbereichs abgelenkt.
t = 1, 00 s t = 1, 32 s
t = 1, 72 s t = 2, 12 s
Bild 6.2: Geschwindigkeitsverteilungen zu vier verschiedenen Zeitpunkten
Die in Bild 6.2 dargestellten Geschwindigkeitsverteilungen besta¨tigen den dynamisch in-
stationa¨ren Charakter der Stro¨mung. Zudem zeigen sie, dass die DES Methode ein viel
versprechender Ansatz zur Berechnung dieses Stro¨mungstyps ist.
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7 Zusammenfassung und Ausblick
Die Arbeit befasst sich mit der Berechnung der Mischungsvorga¨nge im Prima¨rzonenbe-
reich einer Gasturbinenbrennkammer. Die statistische Beschreibungsweise turbulenter
Stro¨mungen kommt zum Einsatz, bei der zeitlich gemittelte Stro¨mungsgro¨ßen betrach-
tet und die Wirkung der Turbulenz mit Hilfe von Turbulenzmodellen beschrieben wird.
Einfache lineare Wirbelviskosita¨tsmodelle wie das k- Turbulenzmodell stoßen bei der
Berechnung turbulenter Stro¨mungen mit stark dreidimensionalen Eﬀekten hinsichtlich
ihrer Genauigkeit auf Grenzen. Der Einsatz ho¨herwertiger Turbulenzmodelle (Reynolds-
Spannungsmodelle) ist oft mit einer starken Reduktion der Robustheit und Schnelligkeit
der Verfahrens verbunden. Vor diesem Hintergrund wurden in den vergangenen Jahren
nichtlineare Wirbelviskosita¨tsmodelle vorgeschlagen. Sie sollen die positiven numerischen
Eigenschaften linearer Wirbelviskosita¨tsmodelle mit der Vorhersagegu¨te der stro¨mungs-
mechanisch besser fundierten Reynolds-Spannungsmodelle verbinden.
Der Einsatz nichtlinearer Wirbelviskosita¨tsmodelle zur turbulenten Stro¨mungsberechnung
steht im Mittelpunkt der Untersuchungen. Fu¨r die Arbeit wurden drei nichtlineare Turbu-
lenzmodelle mit unterschiedlichem Grad an Nichtlinearita¨t ausgewa¨hlt. Ein quasi-lineares
Wirbelviskosita¨tsmodell von Pettersson-Reif et al. [41], ein quadratisches Wirbelviskosi-
ta¨tsmodell von Abid, Rumsey und Gatski [1] sowie ein kubisches Turbulenzmodell von
Craft, Iacovides und Yoon [8]. Desweiteren wurden fu¨r die Untersuchungen als lineares
Wirbelviskosita¨tsmodell das k- Turbulenzmodell und als lineares Reynolds-Spannungs-
modell das von Launder, Reece und Rodi [29] vorgeschlagene Turbulenzmodell als Refe-
renzmodelle herangezogen.
Zur Stro¨mungsberechnung wird das kommerziell verfu¨gbare numerische Verfahren CFX-
TASCﬂow [2] benutzt. Die Turbulenzmodelle von Pettersson-Reif et al. [41] und Craft,
Iacovides, Yoon [8] werden im Rahmen der Arbeit in CFX-TASCﬂow implementiert. Bei
der Veriﬁkation der Modelle anhand der turbulenten Stro¨mung durch einen Kanal mit
quadratischem Stro¨mungsquerschnitt zeigt sich, dass die Verwendung des kubischen Mo-
dells [8] mit numerischen Problemen verbunden ist. Eine genauere Analyse des Modells
verdeutlicht, dass die unzureichende Kalibration der freien Modellkoeﬃzienten zu den
numerischen Schwierigkeiten fu¨hrt.
Das komplexe turbulente Stro¨mungsfeld in Gasturbinenbrennkammern wird im wesentli-
chen durch die Verdrallung des Prima¨rmassenstroms sowie durch die Sekunda¨rlufteinbla-
sung bestimmt. Daher werden eine gut vermessene turbulente Drallstro¨mung [24] sowie die
Strahleinblasung in eine Querstro¨mung [4] als Referenzfa¨lle herangezogen, um das Verhal-
ten der eingesetzten Turbulenzmodelle anhand der beiden charakteristischen Stro¨mungs-
typen zu analysieren. Daran schließt sich die Berechnung des turbulenten Stro¨mungs-
und Mischungsfelds in einer Modellbrennkammer an. Beim Vergleich der berechneten mit
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den experimentell bestimmten Stro¨mungsfeldern am Beispiel der Strahleinblasung in eine
Querstro¨mung zeigt sich ein generell guter U¨bereinstimmungsgrad zwischen Messung und
Rechnungen. Mit den formal ho¨herwertigen Turbulenzmodellen (das QLM, ASM und
das LRR Turbulenzmodell) ko¨nnen keine weiteren Verbesserungen der Vorhersagegu¨te er-
zielt werden. Bei der Berechnung der turbulenten Drallstro¨mung besta¨tigt sich, dass die
linearen Wirbelviskosita¨tsmodelle bei der Bestimmung der Tangentialgeschwindigkeits-
verteilungen an ihre Grenzen stoßen. Auch die nichtlinearen Turbulenzmodelle ko¨nnen
keine wesentliche Verbesserungen bringen. Bei den Axialgeschwindigkeiten kann generell
ein besserer U¨bereinstimmungsgrad erzielt werden. Im Fall der untersuchten turbulenten
Brennkammerstro¨mung sind weder lineare noch nichtlineare noch Reynolds-Spannungs
Turbulenzmodelle in der Lage, die stark verdrallte turbulente Stro¨mung mit Sekunda¨ref-
fekten mit ausreichender Genauigkeit in einem fu¨r industrielle Anwendungen notwendigen
Zeitrahmen zu berechnen. Dies liegt entweder an vereinfachenden Annahmen in der Her-
leitung der Modelle oder aber an mangelnder numerischer Robustheit.
Aus dieser Erkenntnis ergeben sich folgende Ansatzpunkte. Der Weiterentwicklung von
auf der RANS Methode aufbauenden Turbulenzmodellen hinsichtlich einer fu¨r industri-
elle Zwecke hinreichend genauen Beschreibung komplexer turbulenter Stro¨mungen sind
Grenzen gesetzt. Dies liegt neben den bereits erwa¨hnten Gru¨nden (mangelnde Robust-
heit, vereinfachende Annahmen, Kalibration der freien Modellkoeﬃzienten) auch an der
Abha¨ngigkeit von qualitativ hochwertigen Rand- und Anfangsbedingungen. Die Existenz
vertrauenswu¨rdiger Randbedingungen ist ein Faktor, weshalb bei sorgfa¨ltiger Implemen-
tierung und Anwendung ho¨herwertiger Turbulenzmodelle in Einzelfa¨llen akzeptable Er-
gebnisse erzielbar sind.
A¨hnliches gilt fu¨r den Einsatz der LES Methode. Hier stellt sich unabha¨ngig von den
verfu¨gbaren Hardwareressourcen die Frage nach der Vorgabe realistischer Randbedingun-
gen noch dringender. Zudem ist bei der Berechnung wandgebundener Stro¨mungen die
Behandlung wandnaher Bereiche noch nicht zufriedenstellend gelo¨st.
Turbulente Stro¨mungen in Gasturbinenbrennkammern sind als wandgebundene Innenstro¨-
mungen sowohl stark von den geometrischen Randbedingunen als auch bedingt durch den
Einsatz von Drall und Sekunda¨rlufteinblasung durch große turbulente Wirbelstrukturen
bestimmt. Da die Vorteile der LES Methode auf der Beschreibung solcher Strukturen liegt
und die Vorteile der RANS Methode bei der Berechnung wandnaher Bereiche zu suchen
sind, bietet sich fu¨r weitere Untersuchungen auf dem Gebiet drallbehafteter Innenstro¨-
mungen ein Hybridansatz RANS/LES an. Dieser als DES (detached eddy simulation) be-
zeichnete Ansatz wurde von Spalart et al. [50] vorgeschlagen. Bei dieser Methode wird der
turbulente La¨ngenmaßstab als Schalter verwendet, um die beiden Methoden ineinander
zu u¨berfu¨hren. Im Rahmen der dreidimensionalen und instationa¨ren DES Methode wird
in der Na¨he fester Wa¨nde das zugrunde liegende RANS Turbulenzmodell gelo¨st. Abseits
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fester Wa¨nde erfolgt der U¨bergang zur LES Methode, sobald das turbulente La¨ngenmaß
die Filterweite (die Maschenweite des Gitters) u¨berschreitet. Der durch die Methode
notwendige hohe numerische Aufwand kann durch die Parallelisierung der Berechnungen
zumindest teilweise kompensiert werden. Zudem ist bezu¨glich der Rechnerkapazita¨ten
weiterhin von einem ungebrochenen Wachstum auszugehen.
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A Diﬀerentielle Modelle
Die Transportgleichung des Reynolds-Spannungstensors (2.30) bildet den Ausgangspunkt
der diﬀerentiellen Turbulenzmodelle. Die Herleitung von Gleichung (2.30) aus den Navier-
Stokes Gleichungen ist zuna¨chst ohne idealisierende Annahmen mo¨glich, die bei der Ab-
leitung algebraischer Turbulenzmodelle unumga¨nglich sind. Damit sind einige konzeptio-
nelle Vorteile verbunden. Denn dies ermo¨glicht es den diﬀerentiellen Modellen prinzipiell,
turbulente Stro¨mungen zu beschreiben, in denen turbulente Transportprozesse gegenu¨ber
lokalen Eﬀekten dominieren oder zumindest nicht zu vernachla¨ssigen sind. Im Gegensatz
zu den auf der Boussinesq Hypothese aufbauenden algebraischen Turbulenzmodellen ko¨n-
nen diﬀerentielle Modelle unterschiedliche Normalspannungskomponenten des Reynolds-
Spannungstensors bei verschwindenden Scherraten vorhersagen. Schließlich ist in diﬀeren-
tiellen Modellen die Abha¨ngigkeit der die Dynamik der Turbulenz beschreibenden Terme
von zusa¨tzlichen, beispielsweise durch Systemrotation oder Stromlinienkru¨mmung hervor-
gerufenen Kra¨ften enthalten.
Zur Lo¨sung der Transportgleichung des Reynolds-Spannungstensors (2.30) mu¨ssen die
dort auftretenden unbekannten Terme (2.32)-(2.34) modelliert werden. Diﬀerentielle Tur-
bulenzmodelle unterscheiden sich hauptsa¨chlich in der Modellierung des Tensors der Druck-
Scher Korrelation (2.32). Die Annahmen zur Modellierung des Dissipationstensors (2.33)
und des Tensors des turbulenten Transports (2.34) sind dagegen fu¨r viele Turbulenzmo-
delle gleich. Dissipation tritt bei den kleinen turbulenten Skalen auf, die als geometrie-
unabha¨ngig, homogen und isotrop angenommen werden. Mit der Annahme der lokalen
Richtungsunabha¨ngigkeit (Isotropie) kleiner turbulenter Skalen kann der Dissipationsten-
sor ij auf die skalare Gro¨ße Dissipationsrate  reduziert werden (A.1). Die Modellierung
des turbulenten Transporttensors Cijk erfolgt unter Vernachla¨ssigung der im exakten Term
(2.32) auftretenden Druck-Korrelationsterme und unter Verwendung einiger heuristischer
Annahmen [58] mit Hilfe eines Gradientenﬂussansatzes (A.2).
ij =
2
3
ρδij, mit  = ν
∂u′i
∂xk
∂u′i
∂xk
(A.1)
Cijk = −Cs k
ρ
[
ρu′iu′m
∂(ρu′ju
′
k)
∂xm
+ ρu′ju′m
∂(ρu′iu
′
k)
∂xm
+ ρu′ku′m
∂ρu′iu
′
j
∂xm
]
(A.2)
Der verbleibende unbekannte Term ist der Druck-Scher Korrelationstensor Πij (2.32),
der eine Umverteilung turbulenter kinetischer Energie innerhalb der Normalkomponenten
des Reynolds- Spannungstensors bewirkt, bis der statistisch wahrscheinlichste Zustand
einer Gleichverteilung der Normalkomponenten erreicht wird. Er ist von derselben Gro¨-
ßenordnung wie der Produktionsterm Pij (2.31) in der Transportgleichung des Reynolds-
Spannungstensors und deshalb eine nicht zu vernachla¨ssigende Einﬂussgro¨ße in der Bi-
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lanzgleichung. Der Modellierung der Druck-Scher Korrelation kommt eine besondere Be-
deutung zu, da trotz der relativen Bedeutung des Tensors wegen der auf experimentellem
Weg nicht bestimmbaren Korrelationen keine Datenbasis vorliegt. Im Folgenden werden
die wesentlichen Schritte zur Modellierung des Druck-Scher Korrelationstensors gezeigt.
Eine ausfu¨hrlichere Diskussion ist beispielsweise bei Wilcox [58] oder Hallba¨ck [21] zu
ﬁnden.
Ausgangspunkt fu¨r die Modellierung der Druck-Scher Korrelation (2.32) ist eine Poisson
Gleichung der Druckﬂuktuationen (A.3), die formal aus den Navier-Stokes Gleichungen
ableitbar ist [58].
1
ρ
∂2p′
∂xk∂xk
= −2∂ui
∂xj
∂u′j
∂xi︸ ︷︷ ︸
(rapid)
− ∂
2
∂xi∂xj
(u′iu
′
j − u′iu′j)︸ ︷︷ ︸
(slow)
(A.3)
Die Gleichung fu¨r die Druckﬂuktuationen (A.3) besteht aus zwei Termen, die physikalisch
unterschiedlich interpretierbar sind. Der erste Term auf der rechten Seite von (A.3) bein-
haltet den Einﬂuss von Geschwindigkeitsgradienten, wa¨hrend der zweite Term nichtlineare
Abha¨ngigkeiten der ﬂuktuierenden Geschwindigkeit beschreibt. Wegen der Linearita¨t der
Poisson Gleichung kann die Druckﬂuktuation p′ als Summe zweier Teilbeitra¨ge betrachtet
werden: p′ = p′(slow) + p
′
(rapid). Die Gesamtgleichung (A.3) ergibt sich durch Superposition
aus den Poisson Gleichungen der beiden Einzelbeitra¨ge17
Gleichung (A.3) kann mit Hilfe Green’scher Funktionen integriert werden. Man erha¨lt
so eine Beziehung fu¨r die Druckﬂuktuation p′. Multiplikation mit ∂u
′
i
∂xj
und anschließender
Reynolds’scher Mittelung ergibt schließlich die Beziehung fu¨r die Druck-Scher Korrela-
tion [44]. Die integrierte Form von Gleichung (A.3) entha¨lt neben den beiden bereits
vorhandenen Termen ein zusa¨tzliches Oberﬂa¨chenintegral, das als Wandreﬂektionsterm
bezeichnet wird, aber hier unberu¨cksichtigt bleibt. Der Druck-Scher Korrelationstensor
ergibt sich somit allgemein als Summe zweier Tensoren, den Beitra¨gen des langsamen und
des schnellen Anteils.
Πij = Π
(s)
ij + Π
(r)
ij (A.4)
Die Modellierung des langsamen Anteils des Druck-Scher Korrelationstensors basiert auf
der bereits erwa¨hnten Erfahrung, dass in homogenen, anisotropen turbulenten Stro¨mun-
17Die beiden Beitra¨ge zur Druckﬂuktuation werden als so genannter langsamer Anteil (engl. slow)
sowie schneller Anteil (engl. rapid) bezeichnet, weil der schnelle Anteil im Gegensatz zum langsamen
Anteil explizit vom Geschwindigkeitsgradienten abha¨ngt.
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gen der langsame Term eine Umverteilung der turbulenten kinetischen Energie unter den
Normalkomponenten des Reynolds-Spannungstensors hin zu einer gleichma¨ßigen und da-
mit isotropen Verteilung bewirkt. Da weiterhin die turbulente kinetische Energie durch
den Einﬂuss der Dissipation langsam abklingt, wird Π
(s)
ij allgemein in Abha¨ngigkeit der
Anisotropie, der Dissipation sowie der turbulenten Reynolds-Zahl Ret modelliert, die bei
den hier betrachteten Turbulenzmodellen jedoch entfa¨llt. Der Anisotropietensor aij gibt
die Abweichung des Reynolds-Spannungstensors vom isotropen Zustand an.
aij =
u′iu
′
j
k
− 2
3
δij (A.5)
Unter Verwendung des Cayley-Hamilton Theorems ist im allgemeinen Fall ein tensorieller
Ansatz zweiter Ordnung ableitbar [21].
Π
(s)
ij = −
[
Cs1aij + Cs2
(
aikakj − 1
3
IIaδij
)]
(A.6)
Bei der Modellierung des schnellen Anteils des Druck-Scher Korrelationstensors Π
(r)
ij tritt
zusa¨tzlich zu den Gro¨ßen Anisotropie, Dissipation und turbulenter Reynolds-Zahl noch
die Abha¨ngigkeit vom Gradienten der mittleren Geschwindigkeit auf. Ausgangspunkt der
Modellierung ist die Einfu¨hrung eines Tensors vierter Ordnung, der in Kombination mit
dem Gradienten der mittleren Geschwindigkeit die allgemeine Bestimmungsgleichung fu¨r
den Rapid Term liefert [21].
Π
(r)
ij = 4k
∂up
∂xq
(Miqpj + Mjqpi) (A.7)
Damit ist das Problem auf die Bestimmung des Tensors Mijpq verschoben, der in Ab-
ha¨ngigkeit des Anisotropietensors aij modelliert wird. Unter Verwendung des Cayley-
Hamilton Theorems, Ausnutzung verschiedener Symmetriebedingungen, einer Kontinui-
ta¨tsbedingung sowie der so genannten Green’schen Bedingung kann ein allgemeiner ten-
sorieller Ansatz zur Bestimmung von Mijpq entwickelt werden [21]. Der Ansatz entha¨lt
insgesamt 15 tensoriell unabha¨ngige Terme, jeweils mit einer skalaren Funktion Qa mul-
tipliziert, die ihrerseits von den Invarianten des Anisotropietensors sowie der turbulenten
Reynolds-Zahl abha¨ngen ko¨nnen. Einsetzen des Ansatzes fu¨r Mijpq liefert die allgemeine
Konstitutivgleichung fu¨r den Rapid Term (A.8):
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Π
(r)
ij =kSpq
[
Q1δipδjk + Q2(aipδjq + ajpδiq − 2
3
apqδij) + Q3apqaij+
Q4(aiqajp − 1
3
apkakqδij) + Q5aplalqaij+
(Q5apq + Q6aplalq)(aikakj − 1
3
IIaδij)
]
+
kWpq
[
Q7(aipδjq + ajpδiq) + Q8apk(ajkδiq + aikδjk)+
Q9apk(ajkaiq + aikajq)
]
(A.8)
mit
Spq =
1
2
(
∂up
∂xq
+
∂uq
∂xp
)
und Wpq =
1
2
(
∂up
∂xq
− ∂uq
∂xp
)
(A.9)
Damit sind prinzipiell alle unbekannten Terme der Transportgleichung des Reynolds-
Spannungstensors bestimmbar. Zur Lo¨sung des Gleichungssystems muss jedoch, wie
schon bei den algebraischen Turbulenzmodellen erwa¨hnt, eine Transportgleichung fu¨r ein
turbulentes La¨ngenmaß aufgestellt, modelliert und gelo¨st werden, wobei in den meisten
Fa¨llen die Dissipationsrate  gewa¨hlt wird. Die modellierte Transportgleichung von 
fu¨r Reynolds-Spannungs Turbulenzmodelle unterscheidet sich nur unwesentlich von der
des k- Modells (2.45), da hier der Diﬀusionsterm18 in Analogie zur Modellierung des
turbulenten Transportterms Cijk (A.2) und nicht in Abha¨ngigkeit der Wirbelviskosita¨t
modelliert wird.
∂(ρ)
∂t
+
∂(ρuj)
∂xj
= C1

k
Pk − C2 
2
k
+
∂
∂xj
[(
C
k

ρu′ku
′
l + δklµ
)
∂
∂xl
]
(A.10)
Wiederum ist die Herleitung von Gleichung (A.10) mit so starken heuristischen Annahmen
verbunden, dass man die gesamte Gleichung als Modell betrachten kann [58]. Zur Lo¨sung
des Gleichungssystems mu¨ssen noch Werte fu¨r die freien Koeﬃzienten vergeben werden.
Sie sind, abgesehen von den Werten fu¨r den modellierten Druck Scher Korrelationstensor,
in Tabelle A.1 zusammengestellt. Die hier verwendeten Turbulenzmodelle unterscheiden
sich in der Bestimmung von Πij und werden in den folgenden beiden Unterkapiteln erla¨u-
tert.
18letzter Term auf der rechten Seite von (A.10)
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C1 C2 Cs C1 C2 C
1,8 0,6 0,22 1,45 1,9 0,18
Tabelle A.1: Koeﬃzienten der Reynolds-Spannungsmodelle
Lineares RSM: Das LRR Turbulenzmodell
Das LRR Turbulenzmodell von Launder, Reece Rodi [29] verwendet sowohl fu¨r den langsa-
men als auch fu¨r den schnellen Anteil des Druck-Scher Korrelationstensors einen linearen
Modellansatz. Wird in der allgemeinen Bestimmungsgleichung fu¨r Π
(s)
ij (A.6) die Kon-
stante Cs2 vernachla¨ssigt, ergibt sich der lineare Zusammenhang in (A.11).
Π
(s)
ij = −Cs1ρaij (A.11)
Wegen des linearen Modellansatzes fu¨r den Rapid Term verbleiben die Anteile Q1,Q2 und
Q7 aus der allgemeinen Konstitutivgleichung (A.8) und der Rapid Term ergibt sich gema¨ß
Gleichung (A.12) zu
Π
(r)
ij = Cr2ρkSij+Cr4ρk
(
aikSjk+ajkSik− 2
3
aklSklδij
)
+Cr5ρk
(
aikWjk+ajkWik
)
(A.12)
Mit Hilfe dieser allgemeinen Formulierung fu¨r den Rapid Term ko¨nnen durch die Wahl der
Koeﬃzienten zwei Varianten des LRR Turbulenzmodells eingestellt werden. Die Werte
der Koeﬃzienten sind in Tabelle A.2 aufgefu¨hrt. Bei der LRR-IP Modellvariante sorgt
der Return Term fu¨r eine Reduktion der Anisotropie des Produktionstensors Pij, wa¨hrend
im LRR-QI Modell der Rapid Term die Anisotropie des Reynolds-Spannungstensors u′iu
′
j
(bzw. des Anisotropietensors aij) verringern soll. Das LRR-IP Modell stellt eine Verein-
fachung des etwas allgemeineren linearen Ansatzes fu¨r den Rapid Term dar, fu¨hrt aber
interessanterweise oft zu besseren Ergebnissen (siehe Launder [16]).
Cs1 Cr2 Cr4 Cr5
LRR-IP 1,8 0,8 0,6 0,6
LRR-QI 1,8 0,8 0,875 0,655
Tabelle A.2: Die Koeﬃzienten der LRR Modellvarianten
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Nichtlineares RSM: Das SSG Turbulenzmodell
Das SSG Turbulenzmodell von Speziale, Sarkar und Gatski [51] nutzt sowohl fu¨r den
langsamen Anteil des Druck Scher Korrelationstensors als auch fu¨r den schnellen Anteil
einen nichtlinearen Ansatz. Der Ansatz fu¨r den Slow Term (A.13) entspricht dem in
Gleichung A.6 angegebenen allgemeinen Zusammenhang.
Π
(s)
ij = −ρ
[
Cs1aij + Cs2
(
aikakj − 1
3
IIaδij
)]
(A.13)
Bei der Modellierung des Rapid Terms werden ebenfalls zusa¨tzlich zu den linearen Termen
des allgemeinen Zusammenhangs (A.8) nichtlineare Anteile zweiter Ordnung beru¨cksich-
tigt. Es steht zusa¨tzlich Term Q4 des allgemeinen Zusammenhangs (A.8) zur Verfu¨gung.
Die in Tabelle A.3 zusammengefassten Koeﬃzienten des SSG Modells wurden anhand
zweidimensionaler homogener Scherstro¨mungen kalibriert. Vernachla¨ssigt man die Koef-
ﬁzienten Cs2,Cr1 und Cr3, ergibt sich wieder das lineare LRR Modell aus Abschnitt A.
Π
(r)
ij =− Cr1Pkaij + Cr2ρkSij − Cr3ρkSij
√
IIa
+ Cr4ρk
(
aikSjk + ajkSik − 2
3
aklSklδij
)
+ Cr5ρk
(
aikWjk + ajkWik
)
(A.14)
Cs1 Cs2 Cr1 Cr2 Cr3 Cr4 Cr5
1,7 -1,05 0,9 0,8 0,65 0,625 0,2
Tabelle A.3: Die Koeﬃzienten des SSG Modells
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B Erhaltungsgleichungen in Zylinderkoordinaten
Die Transformation der Erhaltungsgleichungen in Zylinderkoordinaten ist bei der Betrach-
tung drallbehafteter Stro¨mungen vorteilhaft und der Vollsta¨ndigkeit halber im <x, r, ϕ>
Koordinatensystem angegeben. In den Gleichungen wurden Zeitunabha¨ngigkeit und Ro-
tationssymmetrie vorausgesetzt.
Kontinuita¨tsgleichung
∂Ux
∂x
+
1
r
∂(rUr)
∂r
= 0 (B.1)
Impulserhaltungsgleichungen
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∂
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+ u′ru′ϕ (B.2)
Symmetrischer und antimetrischer Geschwindigkeitsgradienten-
tensor
Sij =

Srr Sϕr SxrSrϕ Sϕϕ Sxϕ
Srx Sϕx Sxx

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Produktionsterme
Pxx = −2(u′xu′x
∂Ux
∂x
+ u′xu′r
∂Ux
∂r
) (B.5)
Prr = −2(u′xu′r
∂Ur
∂x
+ u′ru′r
∂Ur
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− u′ru′ϕ
Uϕ
r
) (B.6)
Pϕϕ = −2(u′xu′ϕ
∂Uϕ
∂x
+ u′ru′ϕ
∂Uϕ
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+ u′ϕu′ϕ
Ur
r
) (B.7)
Prϕ = −u′xu′ϕ
∂Ur
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− u′ru′ϕ(
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+
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∂Uϕ
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Pϕx = −u′xu′ϕ
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Pk = −(u′xu′x
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+u′ru′ϕ(
∂Uϕ
∂r
− Uϕ
r
) + u′ϕu′ϕ
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C Sekunda¨rstro¨mungen in Kana¨len mit nicht kreis-
fo¨rmigem Querschnitt
In turbulenten Stro¨mungen durch Kana¨le mit nicht kreisfo¨rmigem Querschnitten bilden
sich durch Turbulenz hervorgerufene Sekunda¨rstro¨mungen aus. Bild C.1 zeigt die Skizze
solcher Sekunda¨rstro¨mungen in einem Kanal mit quadratischem Stro¨mungsquerschnitt.
Diese Sekunda¨rstro¨mungen werden als Sekunda¨rstro¨mungen zweiter Art bezeichnet. Sie
sind von Sekunda¨rstro¨mungen erster Art zu unterscheiden, die durch das Auftreten von
Druckgradienten oder Inertialkra¨ften wie Systemrotation hervorgerufen werden ko¨nnen.
x2
x3
Bild C.1: Sekunda¨rstro¨mungen in Kana¨len mit quadratischem Querschnitt
Das Fluid wird durch die Sekunda¨rstro¨mungseﬀekte entlang der Winkelhalbierenden des
Stro¨mungsquerschnitts in dessen Ecken transportiert. Entlang jeder Winkelhalbierenden
bildet sich je ein Wirbelpaar aus. Im skizzierten Fall treten vier Eckenwirbelpaare auf.
Die Entstehung dieser Sekunda¨rstromung wird durch die unterschiedlich großen Werte der
Normalspannungskomponenten u′2u
′
2 und u
′
3u
′
3 des Reynolds Spannungstensors hervorge-
rufen.
Grundlage der Untersuchungen zur Entstehung der Sekunda¨rstro¨mungen zweiter Art ist
oft die Transportgleichung des Wirbelstromvektors ω (ω = ∇×u), die nachfolgend in
symbolischer Schreibweise aufgefu¨hrt ist
∂ω
∂t
+ u∇ω = ω∇u + ν∇2ω (C.1)
Betrachtet man die longitudinale Komponente des Wirbelstromvektors in einer statistisch
stationa¨ren, voll ausgebildeten zweidimensionalen Stro¨mung, ergibt sich in Tensornotation
Gleichung (C.2) fu¨r den Transport von ω1 = (
∂u3
∂x2
− ∂u2
∂x3
) in der Reynolds gemittelten
Betrachtungsweise:
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u2
∂ω1
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− ∂
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3+
∂2
∂x3x2
(
u′2u
′
2−u′3u′3
)
+ν
(
∂2
∂x22
+
∂2
∂x23
)
ω1
(C.2)
Der erste Term auf der rechten Seite der Gleichung (C.2) ist im vorliegenden Fall von un-
tergeordneter Bedeutung. Der zweite und dritte Term auf der rechten Seite der Gleichung
sind die Gradienten der turbulenten Anisotropie und der turbulenten Schubspannungs-
komponente, die die turbulenzbedingte Produktion von ω1 beschreiben. Der vierte Term
ist ein Senkenterm von ω1 aufgrund viskoser Dissipation.
Aus Gleichung (C.2) la¨sst sich direkt ableiten, dass lineare Wirbelviskosita¨tsmodelle nicht
in der Lage sind, Sekunda¨rstro¨mungen zweiter Art zu berechnen, da sie die Normalspan-
nungskomponenten immer gleich groß berechnen.
Es hat sich aber gezeigt, dass unter Umsta¨nden auch nichtlineare Turbulenzmodelle die
Sekunda¨rstro¨mung entweder gar nicht oder aber mit der umgekehrten Orientierung vor-
hersagen [46]. Der Grund fu¨r dieses Verhalten liegt in der Kalibrierung der freien Modell-
koeﬃzienten. Gro¨ße und Vorzeichen der Koeﬃzienten ko¨nnen die korrekte Berechnung
des Schlu¨sselterms aus Gleichung (C.2), der Diﬀerenz der Normalspannungskomponenten,
verhindern. Wie die nachfolgende Ableitung zeigt, triﬀt dies auch auf das in Abschnitt
2.4.7 beschriebene Modell von Craft, Iacovides und Yoon [8] zu. Bei diesem Modell be-
rechnen sich die interessierenden Normalspannungskomponenten zu:
u′2u
′
2 =
2
3
ρk − νtS22 + c1νt
(
k

)(
S222 + S
2
12 + S
2
23 −
1
3
SklSkl
)
−2c2νt
(
k

)(
S12W12 − S23W23
)
+c3νt
(
k

)(
W 212 + W
2
23 −
1
3
WlkWlk
)
+2c4νt
(
k

)2(
Sk2Wl2
)
Skl
+c6νt
(
k

)2(
S22SklSkl
)
+c7νt
(
k

)2(
W22WklWkl
)
(C.3)
111
u′3u
′
3 =
2
3
ρk − νtS33 + c1νt
(
k

)(
S233 + S
2
13 + S
2
23 −
1
3
SklSkl
)
−2c2νt
(
k

)(
S13W13 − S23W23
)
+c3νt
(
k

)(
W 213 + W
2
23 −
1
3
WlkWlk
)
+2c4νt
(
k

)2(
Sk3Wl3
)
Skl
+c6νt
(
k

)2(
S33SklSkl
)
+c7νt
(
k

)2(
W33WklWkl
)
(C.4)
Zur Vereinfachung der Ausdru¨cke (C.3) und (C.4) erfolgt fu¨r den vorliegenden Fall ei-
ne Gro¨ßenordnungsabscha¨tzung der Geschwindigkeitsgradienten (C.5), um die Tensor-
elemente in (C.3) und (C.4) approximieren zu ko¨nnen. Grundlage der Abscha¨tzung ist
der Umstand, dass die Sekunda¨rstro¨mung durch die Ecken hervorgerufen wird und die
Hauptstro¨mungsrichtung die x1 Komponente ist. In Wandna¨he kann man dann folgende
Abscha¨tzung vornehmen.
∂u1
∂x2
;
∂u1
∂x3
 ∂u2
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;
∂u2
∂x3
;
∂u3
∂x2
;
∂u3
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(C.5)
Daraus ergibt sich fu¨r die einzelnen Tensorelemente nachfolgende Approximationen.
S11 = (
∂u1
∂x1
+
∂u1
∂x1
) ∼= 0 W11 = (∂u1
∂x1
− ∂u1
∂x1
) ∼= 0 (C.6)
S12 = (
∂u1
∂x2
+
∂u2
∂x1
) ∼= ∂u1
∂x2
W12 = (
∂u1
∂x2
− ∂u2
∂x1
) ∼= ∂u1
∂x2
(C.7)
S13 = (
∂u1
∂x3
+
∂u3
∂x1
) ∼= ∂u1
∂x3
W13 = (
∂u1
∂x3
− ∂u3
∂x1
) ∼= ∂u1
∂x3
(C.8)
S22 = (
∂u2
∂x2
+
∂u2
∂x2
) ∼= 0 W22 = (∂u2
∂x2
− ∂u2
∂x2
) ∼= 0 (C.9)
S23 = (
∂u2
∂x3
+
∂u3
∂x2
) ∼= 0 W23 = (∂u2
∂x3
− ∂u3
∂x2
) ∼= 0 (C.10)
S33 = (
∂u3
∂x3
+
∂u3
∂x3
) ∼= 0 W33 = (∂u3
∂x3
− ∂u3
∂x3
) ∼= 0 (C.11)
112 C Sekunda¨rstro¨mungen in Kana¨len mit nicht kreisfo¨rmigem Querschnitt
Das Einsetzen der Approximationen (C.6)-(C.11) in die Ausdru¨cke (C.3)-(C.4) fu¨hrt unter
anderem auch dazu, dass die kubischen Terme in den Ausdru¨cken fu¨r die zwei betrachteten
Komponenten des Reynolds-Spannungstensors ausnahmslos verschwinden. Es ergibt sich
der folgende vereinfachte Ausdruck fu¨r die Normalspannungsdiﬀerenz
(u′2u
′
2 − u′3u′3) =
[
νt
(
k

)((
∂u1
∂x2
)2
−
(
∂u1
∂x3
)2)]
(c1 − 2c2 + c3) (C.12)
Gleichung (C.12) macht deutlich, dass die Auspra¨gung der berechneten Sekunda¨rstro¨mung
zweiter Art von der Kalibration der Modellkoeﬃzienten abha¨ngt. Das Einsetzen der in
Tabelle 2.7 aufgefu¨hrten Werte fu¨r die freien Modellkoeﬃzienten ergibt, dass durch die
Wahl der Koeﬃzienten die korrekte Berechnung dieses Stro¨mungstyps verhindert wird.
(c1 − 2c2 + c3) = −0, 04 (C.13)
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Mischung kann als U¨bergang eines Systems vom Anfangszustand der vollsta¨ndigen Tren-
nung bezu¨glich einer betrachteten Gro¨ße zum Endzustand der vo¨lligen Gleichfo¨rmigkeit
angesehen werden. Bei den Mischungsvorga¨ngen in Gasturbinenbrennkammern vermi-
schen sich ka¨ltere Sekunda¨rluft mit dem heißen Prima¨rmassenstrom. Die Temperatur
ist in diesem Fall die betrachtete Stro¨mungsgro¨ße. Diese Mischungsvorga¨nge sollen ent-
sprechend obiger Zielsetzung zur Minimierung von Stickoxidemissionen mo¨glichst schnell
zu einem mo¨glichst gleichfo¨rmigen Temperaturfeld in der Brennkammer fu¨hren und sind
daher in ihrer Zielsetzung von Mischungsvorga¨ngen zu unterscheiden, die der Bauteil-
ku¨hlung dienen. Hier wird gerade kein mo¨glichst schnelles Erreichen eines homogenen
Endzustandes gewu¨nscht.
Untersuchungen von Mischungsvorga¨ngen nicht reagierender Stro¨mungen bedienen sich
oft ebenfalls der Temperatur als Messgro¨ße zur Bestimmung des Mischungsfelds, da, wie
in Abschnitt 2.2.4 gesehen, das Mischungsfeld zweier Fluide unterschiedlicher Konzen-
tration identisch zum Mischungsfeld eines Fluids unterschiedlicher Temperatur ist. Die
nachfolgend angegebenen Beziehungen zur Quantiﬁzierung der Mischung ist an das von
Blomeyer [7] angegebene Vorgehen angelehnt.
Zur Quantiﬁzierung der Mischung wird das Temperaturfeld zuna¨chst durch Einfu¨hrung
einer dimensionslosen Temperatur (D.1) normiert. Vor dem Eindu¨sen der Sekunda¨rluft
hat der Prima¨rmassenstrom die Temperatur θ∞ = 1 und der Sekunda¨rmassenstrom ent-
sprechend die Temperatur θj = 0.
θ =
T − Tj
T∞ − Tj = θ∞ = 1, θj = 0 (D.1)
Die beiden Teilstro¨me vermischen sich und erreichen den Zustand der vo¨lligen Gemischt-
heit, wenn u¨berall im Feld die adiabate Mischtemperatur θadb vorliegt, die sich aus der
Enthalpiebilanz der Massenstro¨me vor und nach der Mischung ergibt.
cp(m˙j + m˙∞)θadb = cpm˙jθj + cpm˙∞θ∞ (D.2)
Wird von einer konstanten Wa¨rmekapazita¨t cp ausgegangen und die dimensionslosen Tem-
peraturen θj = 0 und θ∞ = 1 in Beziehung (D.2) eingesetzt, ergibt sich die adiabate
Mischtemperatur zu
θadb =
m˙∞
m˙j + m˙∞
(D.3)
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Die Abweichung des Temperaturfeldes von der adiabaten Mischtemperatur ist Maß fu¨r die
Ungemischtheit des Stro¨mungsfeldes. In realen Stro¨mungen treten jedoch Wa¨rmeverluste
auf. Daher muss die sich tatsa¨chlich ergebende adiabate Mischtemperatur als Bezugstem-
peratur aus der massenstromgewichteten Summe der gemessenen Temperaturen θi einer
Messebene bestimmt werden.
θadb,lokal =
1
(m˙j + m˙∞)
N∑
i=1
m˙iθi (D.4)
Mit Hilfe von Gleichung (D.4) kann die Ungemischtheit des Stro¨mungsfeldes in Form einer
Standardabweichung quantiﬁziert werden.
σadb =
√√√√ N∑
i=1
m˙i
m˙j + m˙∞
(θi − θadb,lokal)2 (D.5)
Die Standardabweichung in Gleichung (D.5) wird fu¨r den vo¨llig ungemischten Zustand
maximal, bei dem das Mischungsfeld nur aus den Extremalwerten θj und θ∞ besteht.
Die adiabate Mischtemperatur erha¨lt man in diesem Fall durch Einsetzen von Beziehung
(D.1) in Gleichung (D.4) und entspricht dem massenstromgewichteten Anteil der Haupt-
stromtemperatur. Die maximale Standardabweichung ergibt sich zu
σadb,max =
√
θadb(1− θadb) (D.6)
Normiert man die durch Gleichung (D.5) gegebene Standardabweichung mit der maxi-
malen Standardabweichung in Gleichung (D.6), erha¨lt man einen Indikator fu¨r den Mi-
schungszustand, der fu¨r den vollsta¨ndig gemischten Zustand σadb,norm = 0 und fu¨r den
ungemischten Zustand σadb,norm = 1 wird.
Die Bestimmung massengewichteter Gro¨ßen setzt die Kenntnis des Stro¨mungsfeldes vor-
aus. In den allermeisten Fa¨llen wird bei Mischungsuntersuchungen jedoch auf die Bestim-
mung des Stro¨mungsfeldes verzichtet ( oder bei Messungen des Geschwindigkeitsfeldes das
Mischungsfeld vernachla¨ssigt). In diesen Fa¨llen wird die Massenstromgewichtung durch
eine Fla¨chengewichtung ersetzt. Die mittlere ﬂa¨chengewichtete Temperatur einer Mes-
sebene ergibt sich dann gema¨ß (D.7) und vereinfacht sich fu¨r ein a¨quidistantes Messraster
auf das arithmetische Mittel.
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θm =
1
A
N∑
i=1
Aiθi θm =
1
N
N∑
i=1
θi (D.7)
Mit der so gewonnenen mittleren Temperatur ergeben sich entsprechend die Standardab-
weichungen zu
σm =
√√√√ 1
N − 1
N∑
i=1
(θi − θm)2 (D.8)
σm,max =
√
θm(1− θm) (D.9)
σm,norm =
σm
σm,max
(D.10)
Bei homogener Zustro¨mung gehen beide Mittelungsmethoden ineinander u¨ber, da dann
bei a¨quidistantem Messgitter die Teilmassenstro¨me wegen der konstanten Geschwindig-
keit ebenfalls konstant sind. Bei stark dreidimensionalem Stro¨mungsfeld in der Na¨he der
Einblasebene ist der Unterschied von Bedeutung. Weiter stromab verliert die Gewich-
tungsmethode mit zunehmender Homogenisierung des Stro¨mungsfelds kontinuierlich an
Bedeutung.
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